Forschungsplan: Komplexe Zahlen, Wahrscheinlichkeit, Belnap 1

Systematischer Untersuchungsplan

zur Briicke zwischen komplexer Analysis, mehrstufigen
Bernoulli-Experimenten und Belnap-Logik

Arbeitsprogramm, Leitfragen, Testobjekte und erwarteter Mehrwert

Leitidee. Die zentrale Hypothese lautet: Eine komplexe Zahl z € C kann als probabilistische A
Belnap-Proposition interpretiert werden. Genauer: Die Polardarstellung z = re® kodiert
einen zweistufigen Zufallsversuch, der eine natiirliche Wahrscheinlichkeitsverteilung auf die vier
Belnap-Werte

N (neither), T (true only), F (false only), B (both)

induziert. Das Forschungsprogramm untersucht, welchen beidseitigen Nutzen diese Briicke hat:
Welche neuen Begriffe, Satze, Heuristiken und Rechenmethoden entstehen fiir

1) die komplexe Analysis und algebraische Funktionentheorie,

2) die Wahrscheinlichkeitsrechnung auf der Basis mehrstufiger Bernoulli-Experimente,

3) die Belnap-Logik und bilattizische Semantik.

1 Zielbild und strategische Frage

Das Ziel ist nicht nur eine weitere Interpretation komplexer Zahlen, sondern eine arbeitsfihige

Dreifach-Ubersetzung:

komplexe Zahl / analytisches Objekt «— stochastisches Experiment <— Belnap-semantischer Zustand.

Die systematische Leitfrage lautet daher:

Welche Probleme aus Logik und Wahrscheinlichkeitsrechnung lassen sich durch komplex-
analytische Werkzeuge praziser formulieren oder losen, und welche analytischen Objekte

erhalten durch die probabilistisch-logische Lesart einen neuen inhaltlichen Sinn?
Daraus folgen drei Forschungsrichtungen:

1. Analysis — Logik/WS: Nullstellen, Polstellen, Konformalitidt, M6bius-Wirkung, Integrale

und Ableitungen werden als logische und probabilistische Strukturen gelesen.

2. WS — Analysis/Logik: Mehrstufige Bernoulli-Experimente liefern ein diskretes, aber system-

atisch verallgemeinerbares Modell fiir komplexe Zahlen und Funktionen.

3. Logik — Analysis/WS: Belnap-Werte und bilattizische Ordnungen dienen als semantischer

Rahmen, um analytische Symmetrien, Invarianzen und Singularitdten neu zu interpretieren.
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2 Gemeinsame formale Grundsprache

2.1 Basiskonstruktion

Fir z = re® mit 0 < r < 1 und ¢ € [0,27) werden zwei unabhéngige Zufallsvariablen g, ug ~
U|0, 1] betrachtet und die Ereignisse definiert als

®
A= < B = < 5.
{ur <7}, {Uz < 27r}
Interpretation:

e A = Evidenz fiir eine Proposition p,

e B = Evidenz gegen eine Proposition p.
Dann entstehen die vier Belnap-Werte als Regionen:

N=A°NB°, T=ANB°, F=A°NB, B=ANB.

Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung ist
pz = (Prob(N), Prob(T), Prob(F), Prob(B)) = ((1 — r)(1 = s), 7(1 — s), (1 —r)s, rs),

mit s = ¢/(27).
Fir |z| > 1 wird die Inversionsregel verwendet:

arg z

plz) = min{lz]. [}, s(2) =2

€[0,1),
und dann

pz = (1= p)(1 = s), p(1 = 5), (1= p)s, ps).
2.2 Erste programmatische Konsequenz

Jede komplexe Zahl wird so zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Belnap. Kurzform zum
Denken:
z ~» uy € Prob{N, T, F,B}.

Die mathematisch prézisere Langform lautet: Eine komplexe Zahl kodiert eine probabilistische

Belnap-Semantik einer Proposition.

2.3 Erste Priifkriterien

Eine Konstruktion dieser Art ist nur dann tragfahig, wenn mindestens die folgenden Bedingungen

erfiillt oder systematisch untersucht werden:
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1. Funktorialitat unter natiirlichen Operationen: Wie verhalten sich Konjugation, Multip-

likation, Addition, Skalierung und Inversion auf der Ebene der Verteilungen?

2. Logische Vertraglichkeit: Welche Belnap-Operationen oder bilattizischen Ordnungen passen

natiirlich zur komplexen Geometrie?

3. Analytische Vertraglichkeit: Welche holomorphen, meromorphen oder Mébius-symmetrischen

Operationen wirken als Transformationen probabilistisch-logischer Zustdnde?

4. Nichttrivialitat: Gibt es Resultate, die in einer der drei Sprachen sichtbar, in einer anderen

aber schwer zu entdecken waren?

3 Ausgearbeiteter Anfang: der funktorielle Kern

Dieser Abschnitt ist bereits mehr als ein blofles Arbeitsprogramm. Hier werden die ersten struk-

turellen Sétze vollstandig formuliert und bewiesen. Das dient zwei Zielen:

1. Die Basiskonstruktion soll in eine mathematisch prézise Sprache iibersetzt werden.

2. Die spéateren Fragen zu Polynomen, Mébius-Transformationen, Zetafunktionen und Holomorphie

sollen auf einem sauberen Fundament aufbauen.

3.1 Kanonische Reprasentanten und Parameterraum

Die Semantik identifiziert eine Zahl z und ihre Inversion am Einheitskreis insofern, als beide
denselben radialen Informationsgehalt tragen. Deshalb ist es zweckméfBig, zunéchst den kanonischen

Reprdsentanten im abgeschlossenen Einheitskreis zu definieren.

Definition 3.1 (kanonischer Reprisentant). Fiir z € C* mit Polardarstellung z = re'?, r > 0,
@ €[0,2m), sei
k(z) = p(2)e™?, p(2) := min{r,r 71} € (0,1].

Fiir z = 0 setzen wir (0) := 0 und p(0) := 0.
Damit liegt x(z) immer in der abgeschlossenen Einheitsdisk. Die semantisch relevanten Daten sind
also nicht das urspriingliche r, sondern nur p(z) und der Winkel .

Definition 3.2 (Belnap-Parameter). Fir z € C definieren wir

p(z) == p(z) € [0,1], q(z) :
wobei fir z = 0 konventionsgemaj$ q(0) := 0 gesetzt wird.

Bemerkung 3.3. Die Zahl p(z) misst die Stirke der Evidenz fiir eine Proposition; die Zahl q(z)
misst die Starke der Evidenz gegen dieselbe Proposition. Das Paar (p,q) ist also die eigentliche

Schnittstelle zwischen komplexer Geometrie, Wahrscheinlichkeit und Belnap-Semantik.
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3.2 Von (p,q) zu einer Verteilung auf FOUR
Zu (p, q) € [0,1]? betrachten wir zwei unabhéngige Bernoulli-Ereignisse
A= {u1 < p}, B = {us < ¢},

wobei uy, ug ~ U[0, 1] unabhéngig sind. Wie zuvor wird A als Evidenz fiir und B als Evidenz gegen

eine Proposition gelesen. Daraus entstehen die vier Belnap-Werte
N = A°N B¢, T=AnB", F=A°N0B, B=ANB.

Satz 3.4 (explizite FOUR-Verteilung). Zu jedem z € C mit 5(z) = (p,q) gehort die Wahrschein-

lichkeitsverteilung
prz = (s s s pg) = (L= p)(1 = q), p(1—4q), (1 =p)g, pq).
Proof. Wegen der Unabhéngigkeit von A und B gilt
Prob(A) = p, Prob(B) = gq.
Damit erhélt man unmittelbar
Prob(B) = Prob(A N B) = Prob(A)Prob(B) = pq.

Ebenso ist

Prob(T) = Prob(A N B¢) = Prob(A)Prob(B¢) = p(1 — q),
weil A und B¢ ebenfalls unabhéngig sind. Genauso folgen
Prob(F) = Prob(A° N B) = Prob(A°)Prob(B) = (1 — p)q

und
Prob(N) = Prob(A° N B¢) = Prob(A®)Prob(B°) = (1 — p)(1 — q).

Alle vier Zahlen sind nichtnegativ und summieren sich zu
(1-p)1=q)+p1—-q)+(1-p)g+pg=1
Damit ist die Formel bewiesen. O

Satz 3.5 (Randwahrscheinlichkeiten rekonstruieren p und ¢q). Fir p, = ((1 —p)(1 — q), p(1 —
q), (1 —=p)q, pq) gelten die Rekonstruktionsformeln

P = UT + UB, q = |F + UB-
Proof. Einfaches Ausmultiplizieren liefert

pt + pe = p(l —q) +pg = p,
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und ebenso

pE+pe = (1 —-p)g+pg=q.

Das heifit: Die gesamte positive Evidenz ist gerade die Wahrscheinlichkeit von “true only oder
both”, und die gesamte negative Evidenz ist gerade die Wahrscheinlichkeit von “false only oder
both”. O

Korollar 3.6 (Bild der Konstruktion im Wahrscheinlichkeits-Simplex). FEine Verteilung p =
(uns ooty e, pg) auf {N, T,F,B} stammt genau dann aus der obigen Konstruktion, wenn sie die

Nebenbedingung
HUNUB = [T HF

erfillt. In diesem Fall sind p = pt + pg und ¢ = pr + pp.
Proof. Zunéchst gilt fiir jede aus (p, ¢) konstruierte Verteilung

pnpe = (1= p)(1 —q))(pg) = p(1 — ¢)(1 — p)g = prpr.

Umgekehrt sei eine Verteilung p mit dieser Gleichung gegeben. Setze

pi=pT+pe,  q:=pF+ e

Dann gilt
p(1 —q) = (ot + pe) (N + pr) = pr (N + pr + pe + pg) = p,

weil wegen punug = ptuF die gemischten Terme genau wegfallen. Direkt und {ibersichtlicher rechnet

man

p(1—q) = (pr + p)(1 — pr — pe) = (p1 + ) (UN + pT)-

Nach Ausmultiplizieren erhélt man

HTEN + 15+ PBEN + HBAT

Mit der Bedingung pgun = putur und der Normierung un + pt + pg + pug = 1 wird dies zu

pr(pN + pr + pE + p) = pr-

Genauso folgen (1 — p)g = pr, pg = pg und (1 —p)(1 — q) = pn. O

Bemerkung 3.7. Dieser Korollar ist inhaltlich wichtig: Die Konstruktion liefert nicht jede
Verteilung auf FOUR, sondern genau die Produktverteilungen, die aus zwei unabhdngigen Bernoulli-
Stufen entstehen. Die komplere Ebene parametrisiert also eine ausgezeichnete zweidimensionale
Teilmannigfaltigkeit des Wahrscheinlichkeits-Simplex auf FOUR.

3.3 Elementare Operationen auf der komplexen Seite

Im Folgenden wird immer mit dem kanonischen Reprisentanten (z) = pe?™ gearbeitet. Dann sind

p € 10,1] und ¢ € [0,1). Die Ergebnisse sind daher Aussagen iiber die Semantik eines komplexen
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Punktes, nicht notwendig iiber die rohe Operation auf ganz C ohne Inversions-Identifikation.

Proposition 3.8 (Rotation). Fiir « € R und R, (2) = €'z gilt

B(Raz) = (p(z), q(2) + % mod 1) .

Insbesondere bleibt die positive Evidenz p unter Rotation erhalten; nur die negative Fvidenz q wird

zyklisch verschoben.

Proof. Multiplikation mit e’® verindert den Betrag nicht. Also bleibt auch p(z) erhalten, mithin
p(Raz) = p(z). Der Winkel vergroBert sich um «, daher wird ¢ um «/(27) verschoben. Da Winkel

modulo 27 gelesen werden, geschieht dies modulo 1. O

Proposition 3.9 (Positive Skalierung). Fir A > 0 und Sx(z) = Az gilt

(Ap, q), falls Ap < 1,

(Ap)~,q), falls xp> 1.

B(Srz) =

Die Skalierung verdindert also nur den Evidenz-fiir-Parameter p; der Evidenz-gegen-Parameter q

bleibt unverandert.

Proof. Ist k(z) = pe?™ mit 0 < p < 1, dann hat Ak(z) denselben Winkel 27q und den Betrag
Ap. Liegt Ap < 1, so ist dies bereits der kanonische Repréasentant. Liegt Ap > 1, dann greift die
Inversionsregel und der kanonische Représentant hat den Betrag (Ap)~!. Der Winkel éndert sich in
keinem der beiden Fille. O

Proposition 3.10 (Konjugation). Fir die kompleze Konjugation c(z) =% gilt

(p,0), falls ¢ = 0,

(p,1—4q), falls0<qg<1.

Bz) =

Konjugation ist also nicht Belnap-Negation, sondern eine Spiegelung des Winkelparameters.

Proof. Konjugation dndert den Betrag nicht. Auf der Winkelseite wird e?™ zu e~2™4, also zu
e2m(1=9) fiir ¢ #£ 0. Fiir ¢ = 0 bleibt der Punkt auf der positiven reellen Achse fixiert. O

Proposition 3.11 (Inversion am Einheitskreis). Auf der semantischen Ebene wirkt Inversion
trivial. Genauer: Fir I(z) = 1/Z mit z # 0 gilt

Proof. Schreibe z = re®¥. Dann ist I(z) = r~!e’?. Nach Definition von p gilt
p(r=!) =min{r~',r} = p(r).

Der Winkel bleibt gleich. Also stimmen beide Parameter iiberein. O
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Proposition 3.12 (Potenzen). Firn € N und P,(z) = 2" gilt
B(z") = (min{p”,p~"}, ng mod 1)
mit der Vereinbarung, dass im bereits kanonischen Fall 0 < p <1 einfach

B(z") = (p", ng mod 1)
gilt.
Proof. Aus k(z) = pe?™ folgt
(/{(z))n — pne2m‘nq‘

Solange mit dem kanonischen Repréisentanten gearbeitet wird, ist p < 1, also auch p"” < 1, und
keine neue Inversion ist notig. Der Winkel vervielfacht sich um den Faktor n und wird modulo 27

bzw. modulo 1 gelesen. d

Bemerkung 3.13. Gerade diese Formel erklart, warum die Polynome ™ — 1 und die zyklo-
tomischen Polynome so natiirlich in das Programm gehdren: Potenzieren ist auf der Belnap-Seite
eine deterministische Dynamik, die den Winkel vervielfacht und den radialen Anteil systematisch

verandert.

3.4 Addition und Interferenz

Die Addition ist der erste Punkt, an dem sich zeigt, dass die Briicke nicht trivial ist.

Satz 3.14 (explizite Additionsformel). Seien

2miq1 2miq2
;

Z1 = p1€ 22 = p2€

kanonische Reprdsentanten. Dann hat die Summe z1 + zo den Betrag

|21 + 22| =/} + P} + 2p1p2 cos(2m(q1 — g2))

und den Winkel

arg(z1 + z2) = atan2 (pl sin(2mq1) + p2sin(2mwq2), p1cos(2mqr) + p2 Cos(27rq2)).

Somit ist 5(z1 + z2) explizit bestimmbar, aber die beiden Koordinaten entkoppeln sich nicht: Die

Addition mischt radiale und winkelige Information tber einen Interferenzterm.
Proof. Mit

zj = pj cos(2mq;) + ip; sin(2mq;)
ist

21+ 22 = (w1 +22) +i(y1 + y2)
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mit
xj = pjcos(2mg;), yj = pjsin(2mg;).

Dabher folgt die Winkel-Formel unmittelbar aus der Definition von atan2. Fiir den Betrag verwendet

man
21+ 22 = (w1 + 22) + (11 + y2)7,
also
|21 + 22|% = p? + p3 + 2p1p2(cos(2mqr) cos(2mgz) + sin(2mqy ) sin(27ga)).
Mit der Identitit cosacosb 4+ sinasinb = cos(a — b) ergibt sich die Behauptung. O

Proposition 3.15 (Interferenzphénomene). Fir festes p1,p2 hdingt der radiale Parameter der

Summe wesentlich von der Phasendifferenz g1 — qa ab. Insbesondere gilt:
1. Sind q1 = qa, so ist |z1 + 22| = p1 + p2 (konstruktive Interferenz).
2. Sind q1 — q2 = 1/2, so ist |z1 + 22| = |p1 — p2| (destruktive Interferenz).

3. Fir p1 = p2 und q1 — g2 = 1/2 ist sogar z1 + z2 = 0.

Proof. In der Additionsformel tritt der Term cos(27(q; — ¢2)) auf. Fiir g1 = ¢o ist dieser Term
gleich 1, also

|21 + 2| = \/p% + 3+ 2pipa = p1 + P2

Fiir ¢1 — g2 = 1/2 ist der Kosinus gleich —1, also

|21 + 22| = \/P% +p5 — 2p1p2 = [p1 — p2l-
Setzt man zusétzlich p; = pe, so erhélt man |z; + 23| = 0, also z1 + z3 = 0. O

Bemerkung 3.16. Genau hier erscheint zum ersten Mal ein potentieller Mehrwert der Briicke:
Auf der logischen Seite kann man die Addition als Kontextkopplung mit Interferenz lesen; auf
der analytischen Seite ist sie einfach Vektoraddition in der Ebene. Die Theorie konnte also einen
prizisen Rahmen dafiir liefern, wann zwei probabilistische Belnap-Propositionen sich verstdrken

oder gegenseitig ausléschen.

3.5 Belnap-Operationen direkt auf den Parametern

Die folgenden Formeln zeigen, dass auf der logischen Seite sehr natiirliche Operationen existieren,
die direkt durch die Evidenzparameter (p, ¢) beschrieben werden kénnen. Dies ist unabhéngig davon,

ob diese Operationen bereits durch einfache holomorphe Abbildungen auf C realisiert werden.

Satz 3.17 (Negation). In der Paardarstellung der Evidenzparameter ist Belnap-Negation gegeben
durch

=(p.q) = (¢,p).

Auf der Verteilungsebene bedeutet dies

(NS 0T R, pB) > (1N RS T 14B)-
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Proof. Belnap-Negation vertauscht “true only” und “false only” und lasst “neither” sowie “both”

fest. Setzt man in die FOUR-Formel statt (p,q) das vertauschte Paar (g, p) ein, so erhélt man

(1=ag)(1—=p), ¢1—-p), (1-q)p, qp).

Dies ist genau dieselbe Verteilung wie zuvor, nur mit vertauschten Komponenten put und pg. 0O

Satz 3.18 (Konjunktion und Disjunktion unter Unabhéngigkeit). Seien zwei Propositionen durch
unabhingige Evidenzpaare (p1,q1) und (p2,q2) gegeben. Dann gelten fiir die Belnap-Operationen
die Formeln

(p1, 1) A (p2,92) = (P1p2, @1 + @2 — Q1G2),

(P1,q1) V (P2, q2) = (Pl + p2 — p1p2, q1q2).

Proof. Wir schreiben A; fiir Evidenz fiir und Bj fiir Evidenz gegen die j-te Proposition. Dann gilt

semantisch:

o Fiir aAp ist Evidenz fiir genau dann vorhanden, wenn beide Propositionen Evidenz fir besitzen.

Also ist das positive Evidenzereignis A1 N As.

o Evidenz gegen a A 8 liegt vor, sobald mindestens eine der beiden Propositionen Evidenz gegen

besitzt. Also ist das negative Evidenzereignis B U Bs.
Unter der Unabhéingigkeitsannahme folgt daher
pa = Prob(A1 N Az) = pip2

und
gn = Prob(B1 UBs) = q1 + ¢2 — q1¢2-

Fiir die Disjunktion ist es dual:

o positive Evidenz ist Ay U A,

o negative Evidenz ist B; N Bs.

Daher
pv = Prob(A; U Az) = p1 + p2 — p1p2,
qv = Prob(B1 N Bs) = q1g2.
Genau dies sind die behaupteten Formeln. O

Bemerkung 3.19. Diese Formeln sind konzeptionell sehr stark. Sie zeigen, dass Belnap-Logik
im gegenwdrtigen Modell nicht bloff symbolisch mitlduft, sondern eine echte rechnerische Semantik
auf dem Quadrat [0,1]? besitzt. Zugleich ist offen, welche dieser Operationen durch natiirliche
Transformationen der komplexen Ebene selbst realisiert werden kénnen. Genau das macht den

Ubergang zu Mébius- Transformationen, Holomorphie und algebraischen Funktionen so spannend.
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3.6 Erste Konsequenzen fiir das weitere Forschungsprogramm

Die bisher bewiesenen Sétze liefern sofort ein préziseres Arbeitsprogramm.
1. Die Abbildung z + pu, ist keine beliebige Zuordnung in den Wahrscheinlichkeits-Simplex, sondern
parametrisiert eine sehr spezielle Flache mit der Gleichung punpug = ptiE.

2. Rotation, Skalierung, Potenzen und Inversion haben bereits explizite semantische Transforma-

tionsgesetze. Hier kann nun systematisch nach Invarianten gesucht werden.

3. Addition erzeugt Interferenz. Damit entsteht ein klarer Kandidat fiir eine neuartige “nichtklas-

sische” Wechselwirkung zwischen Propositionen.

4. Die Belnap-Operationen besitzen direkte Formeln auf (p,q). Es ist daher legitim zu fragen,

welche komplex-geometrischen Operationen diese Formeln realisieren oder approximieren.

Gerade Punkt 4 motiviert die spateren Untersuchungen zu Mobius-Transformationen und holo-
morphen Abbildungen: Man mdchte wissen, ob die komplexe Analysis nicht nur begleitende Bilder

liefert, sondern tatséchlich logische Operationen oder logische Invarianten erzeugt.

4 Drei Hauptachsen des Forschungsprogramms

4.1 Achse I: Fundamentalsatz der Algebra und komplexe Analysis

Ziel. Analytische und algebraische Strukturen sollen als Familien probabilistischer Belnap-
Propositionen lesbar gemacht werden. Gleichzeitig soll gepriift werden, ob analytische Werkzeuge

tatsdchlich logische oder probabilistische Aussagen liefern.

I.A Nullstellen von Polynomen als Propositionen
Leitfrage: Was bedeutet eine Nullstellenmenge
{zeC:P(z) =0}

semantisch, wenn jede Nullstelle als Verteilung u, gelesen wird?

Konkrete Aufgaben:

I.Al. Entwickle eine Nullstellen-Semantik fiir Polynome: P wird als endliche Familie {p,, ..., f2, }

seiner Wurzeln interpretiert.

I.A2. Untersuche, wie Vielfachheiten logisch/probabilistisch zu lesen sind: stirkere Evidenz? wieder-

holte Proposition? Resonanz?
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I.A3. Definiere Ensemble-Grofien zu einem Polynom, etwa Mittelwerte

1M
EP = Z/J'Zk7
"=

und priife Invarianzen unter Konjugation und Skalierung.

I.A4. Priife, ob spezielle Klassen von Polynomen (selbstinvers, reell, palindromisch, zyklotomisch)

charakteristische logische Muster erzeugen.

I.B Zyklotomische Polynome und z" — 1
Dies ist das erste explizite Testfeld. Fiir
P (z)=2" -1

sind die Nullstellen Einheitswurzeln. Da |z| = 1 gilt, ist in der zugehorigen Belnap-Verteilung
immer A = (), also
Prob(N) = Prob(F) =0,

und es bleibt nur die Kante zwischen T und B. Daraus folgt:
o die Einheitswurzeln bilden eine diskrete logische Skala,

e konjugierte Wurzeln vertauschen die Gewichte von T und B,

e die zyklotomischen Polynome ®,, organisieren diese Skala nach exakter Periode.
Arbeitsprogramm bis n = 6.

1.B1. Explizite Tabellen fiir ™ — 1 und &, fiir n = 1,...,6 erstellen.
1.B2. Die Belnap-Verteilungen aller Wurzeln einzeln berechnen und als Diagramme darstellen.
1.B3. Die Rolle der Konjugationssymmetrie und der primitiven Wurzeln getrennt untersuchen.

I.B4. Priifen, ob aus den logischen Profilen Aussagen iiber die Faktorisierung, Symmetrie oder Ordnung

der Wurzeln hervorgehen.

1.C Holomorphie, Meromorphie, Ableitung, Integration

Leitidee: Nicht nur Zahlen, auch Funktionen sollen semantisch gelesen werden.
Konkrete Unterfragen:

[.C1. Holomorphie als Kohirenzbedingung: Welche Bedeutung hat die Cauchy-Riemann-
Struktur fir die Belnap-Verteilungen der Werte f(z)?

[.C2. Ableitung als lokale semantische Dynamik: Wie verdndert f’(z) die Verteilung Bf(z)
infinitesimal? Ist |f/(z)| ein Maf fiir semantische Sensitivitdt, und arg f’(z) ein lokaler Rota-

tionsoperator auf der Belnap-Seite?
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I.C3.

[.CA4.

I.C5.

Meromorphie und Pole: Konnen Polstellen als logische Singularitdten oder als unendliche

Evidenz-Regime gelesen werden?

Residuen: Lésst sich das Residuum einer meromorphen Funktion als aggregierte semantische

Umlaufgrofle deuten?

Konturintegrale: Gibt es eine Interpretation komplexer Integrale als globale Mittelung,

Transport oder Bilanz von Belnap-Zustédnden entlang eines Weges?

I.D Riemannsche Zetafunktion und L-Funktionen

Die nichttrivialen Nullstellen der Zetafunktion liegen im kritischen Streifen 0 < s < 1 und sind

symmetrisch zur reellen Achse und zur kritischen Geraden Rs = 1/2. [2]

Forschungsfragen:

I.D1.

I.D2.

I.D3.

I.D4.

I.D5.

Welche Verteilungen f, entstehen aus den Nullstellen p der Zetafunktion?
Fithrt die Symmetrie p <+ p zu komplementéren oder dualen Belnap-Profilen?

Wie ist die kritische Gerade Rts = 1/2 zu lesen: als balancierter Evidenzzustand, als phasenstabile

Grenzlinie oder als Symmetrieachse semantischer Ausgewogenheit?
Lésst sich die Nullstellenstatistik in eine Statistik von Belnap-Propositionen iibersetzen?

Welche Rolle spielen triviale Nullstellen und Pole von meromorphen L-Funktionen in dieser

Semantik?

I.LE Mobius-Transformationen und hyperbolische Geometrie

Mobius-Transformationen sind die Automorphismen der Riemannschen Sphére; sie sind genau die

bijektiven konformen Selbstabbildungen von C und stehen eng mit hyperbolischer Geometrie in

Beziehung. [3]

Forschungsfragen:

LEL.

LE2.

1.E3.

1.E4.

L.E5.

Wie transformiert p, unter
az +b

cz+d

M(z) =
zu einer neuen Verteilung ppz(.)?

Welche Klassen elliptisch/parabolisch/hyperbolisch/loxodromisch erzeugen charakteristische
Dynamiken auf der Belnap-Seite? [3]

Ist die Inversionsregel mit Mobius-Symmetrie kompatibel oder muss sie verallgemeinert werden?

Kann die hyperbolische Geometrie der Einheitsdisk oder Halbebene als Geometrie des logis-

chen Informationsraums interpretiert werden?

Welche Bedeutung haben Fixpunkte von M&bius-Transformationen als stabile Propositionen

oder semantische Attraktoren?
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LF Elliptische Kurven und Modulformen

Elliptische Kurven, Modulformen und ihre L-Funktionen bilden bereits klassisch ein eng gekoppeltes

Feld; die Modularity-Thematik ist eines der prominentesten Beispiele dafiir. [4, 5, 6]

Hier ist besondere Vorsicht nétig: Dieser Teil ist explorativ und sollte nicht mit vorschnellen

Behauptungen beginnen. Stattdessen wird ein Programm formuliert:

I.LF1. Torsionspunkte elliptischer Kurven als diskrete semantische Zustédnde untersuchen.
LLF2. Periodengitter A C C als semantische Quotientenrdume analysieren.

[.LF3. Modulformen zunéchst nicht “inhaltlich logisch” lesen, sondern als Transformationsgesetze:

Welche Belnap-Strukturen bleiben unter modularem Verhalten invariant?

I.F4. Prifen, ob die Fourier-Koeffizienten oder Nullstellen von Modulformen probabilistisch-logische

Profile tragen.

3

L.F5. Erst nach einfachen Beispielen (E : y? = 23 — z, Theta-Reihen, Eisensteinreihen) iiber weiterge-

hende Hypothesen entscheiden.

4.2 Achse II: Mehrstufige 2-Bernoulli-Experimente und Wahrscheinlichkeitsrech-
nung

Ziel. Die Polar-Semantik soll von der Zweistufigkeit zu einer echten Theorie mehrstufiger
Experimente ausgebaut werden. Dabei ist zu klaren, welche Teile klassischer Wahrscheinlichkeit-

srechnung erhalten bleiben und welche neuartigen Strukturen auftreten.

II.A Von zwei Stufen zu m Stufen

Ausgehend von den beiden Schwellenparametern r und s ist zu untersuchen, wie eine natiirliche

m-stufige Verallgemeinerung aussieht.

Mogliche Richtungen:

II.A1. Iterierte Polar-Codierungen: Zahlen, Funktionen oder Nullstellenfamilien erzeugen Sequenzen

von 2-Bernoulli-Schritten.
IT.A2. Verzweigungsbdume und Markov-artige Dynamiken auf Belnap-Zusténden.
I1.A3. Produktstrukturen fiir unabhéngige komplexe Zahlen bzw. Propositionen.

I1.A4. Entropie, Divergenz und Informationsmafle auf der Menge der Belnap-Verteilungen.

I1.B Bedingte Wahrscheinlichkeit, Bayes und Aktualisierung

Forschungsfragen:
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I1.B1. Wie wird bedingte Wahrscheinlichkeit auf Prob{N, T, F, B} formuliert?
I1.B2. Welche Bayes-dhnlichen Update-Regeln sind mit der Belnap-Semantik kompatibel?

I1.B3. Welche Rolle spielen die beiden Achsen Ewvidenz fiir und Evidenz gegen in bedingten Aktual-

isierungen?
I1.B4. Gibt es eine natiirliche Kopplung zwischen Belnaps Wahrheits- und Wissensordnung und

probabilistischen Ordnungen?

I1.C Zufallsvariablen mit Werten in Belnap
Eine natiirliche Erweiterung ist die Einfithrung von Zufallsvariablen
X:Q—{N,T,F,B}

oder dquivalent von Zufallsvariablen Z mit Werten in C, deren Bild iiber Z — pz auf Belnap-

Verteilungen projiziert wird.

Zu untersuchen sind:
II.C1. Erwartungswerte und baryzentrische Mittel in Prob{N, T,F, B},
I1.C2. Konvergenzbegriffe,
I1.C3. Martingal-artige Begriffe fiir Evidenzprozesse,

II.C4. Grenzwertsitze fir Familien komplex codierter Propositionen.

4.3 Achse III: Belnap-Logik und bilattizische Semantik

Ziel. Es soll prézise geklart werden, was die komplex-probabilistische Sicht der Belnap-
Logik tatsdchlich hinzufiigt: neue Modelle, neue Semantik, neue Inferenzkriterien oder neue

Visualisierungsmethoden.

III.A Saubere logische Rekonstruktion

Belnap/Dunn-FOUR ist die geeignete vierwertige Referenzlogik fiir unvollstédndige und inkonsistente

Information. [1]

Arbeitsaufgaben:
III.A1. Die Basiskonstruktion formal als Belnap-Semantik rekonstruieren.

IT1.A2. Wahrheits- und Wissensordnung explizit neben die probabilistische Struktur stellen.

IIT.A3. Kléren, welche Junktoren punktweise auf Verteilungen, welche nur auf Tragern, und welche tiber

Optimierungs- oder Erwartungsprinzipien definiert werden sollten.
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ITI1.B Probabilistische Belnap-Logik

Ziel ist eine Logik, in der Formeln nicht nur einen FOUR-Wert, sondern eine Verteilung auf FOUR

erhalten.

Offene Fragen:

III.B1. Wie definiert man semantische Konsequenz fiir probabilistische Belnap-Werte?
II1.B2. Welche Rollen spielen designierte Werte (T, B oder nur T)?
II1.B3. Welche Metriken oder Ordnungen auf Verteilungen sind logisch sinnvoll?

II1.B4. Gibt es eine kanonische “Defuzzifizierung” zuriick zu FOUR, oder zu klassischer Zweiwertigkeit?

ITI.C Lo6sen analytischer Probleme mit Logik — und umgekehrt

Hier liegt der eigentliche Mehrwerttest.

Beispielfragen:

III.C1. Kann eine bilattizische Ordnung Symmetrien oder Invarianzen analytischer Objekte sichtbar

machen, die in Standardkoordinaten unauffillig bleiben?

II1.C2. Koénnen Nullstellenfamilien durch logische Ordnungen oder Dominanzrelationen klassifiziert

werden?

IIT1.C3. Gibt es analytische Aussagen, die als Konsequenz von Belnap-Kompatibilitidt formuliert werden

konnen?

IT1.C4. Umgekehrt: Lassen sich logische Probleme (Widerspruchsmanagement, Inferenz unter Inkonsis-

tenz, Mehrdeutigkeit) mit komplex-analytischen oder geometrischen Werkzeugen behandeln?

5 Konkrete Testfelder und Reihenfolge der Bearbeitung

5.1 Phase 1: Voll explizite, kleine Objekte

1. 2" —1und &, firn=1,...,6.

[\

. Quadratische und kubische Polynome mit reellen und mit komplexen Koeffizienten.

3. Einfache Mobius-Transformationen:

1 )
Z— —z, Z -, Z s —, z+— e’z

W

. Elementare meromorphe Funktionen:
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5.2 Phase 2: Struktur und Theorie

1. Natirliche Kategorien oder Funktoren formulieren, die Zahlen, Funktionen und Verteilungen

verbinden.

2. Invarianz- und Kovarianzsitze unter Konjugation, Rotation, Inversion und M&bius-Wirkung

beweisen.

3. Ein sauberes Axiomensystem fiir probabilistische Belnap-Semantik formulieren.

5.3 Phase 3: Arithmetische und tiefe Testobjekte

1. Riemannsche Zetafunktion und einfache Dirichlet- L-Funktionen.

2. Erste Modulformen und ihre Nullstellen.

3. Erste elliptische Kurven und Torsionsdaten.

4. Vergleich mit Datenbanken und numerischen Experimenten.

6 Welchen Nutzen soll jede Seite von der Briicke haben?

Ausgangsseite

Moéglicher Nutzen fiir die

anderen Seiten

Priifbare Erfolgskriterien

Komplexe Analysis /
Algebra

‘Wahrscheinlichkeits-

rechnung

Belnap-Logik

Nullstellen, Symmetrien,
Konformalitdt und
Singularitéiten erhalten eine
semantische und

probabilistische Lesart.

Mehrstufige
Bernoulli-Strukturen werden
geometrisiert; Belnap-Werte
erhalten eine natiirliche

Wahrscheinlichkeitssemantik.

Inkomplettheit und
Widerspruch koénnen iiber
komplexe Geometrie,
Nullstellen und
Transformationen untersucht

werden.

Neue Invarianz- oder
Klassifikationssatze; explizite
Berechnungen bei 2z — 1, ®,,,
Moébius-Klassen, C.

Saubere Update-Regeln,
Grenzprozesse, Entropien und
Verteilungen auf FOUR.

Neue semantische Modelle;
bilattizische Ordnungen
kompatibel mit analytischen
Operationen; nichttriviale

Anwendungen.
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7 Risikopunkte und methodische Disziplin

Damit das Projekt tragfihig bleibt, sollten die folgenden Risiken friih kontrolliert werden:

1. Metaphernrisiko: Nicht jede schone Visualisierung ist schon ein mathematischer Satz. Friih

zwischen Definition, Heuristik und Theorem unterscheiden.

2. Uberdehnung: Zetafunktion, elliptische Kurven und Modulformen sind inhaltlich tief. Daher

erst mit einfachen Beispielen und Invarianzen beginnen.

3. Logische Prizision: Immer klar angeben, ob ein Objekt einen FOUR-Wert, eine Verteilung

auf FOUR oder eine Familie solcher Verteilungen trégt.

4. Analytische Prizision: Nicht jede holomorphe Operation wird mit der gewéhlten Inversions-

und Argumentkonvention kompatibel sein. Das muss bewiesen, nicht nur vermutet werden.

8 Sofort umsetzbare niachste Arbeiten

1. Mini-Monographie zu 2" — 1 und ®,, fiir n < 6: vollstdndige explizite Ausarbeitung mit

Tabellen, Diagrammen und Sétzen.

2. Paper zu probabilistischer Belnap-Semantik komplexer Zahlen: saubere Definitionen,

Grundbeispiele, Invarianz unter Konjugation/Inversion/Rotation.

3. Paper zu Mdbius-Wirkung: Pushforward der Belnap-Verteilungen unter ausgewéhlten

Mobius-Transformationen.

4. Notiz zu (-Nullstellen als Propositionen: zunéchst nur Definitionen, erste numerische

Profile und Symmetriefragen; keine grolen Behauptungen vorweg.

5. Axiomatik: eine prizise Klasse “probabilistischer Belnap-Modelle” definieren und mit klassis-
cher FOUR~Semantik vergleichen.

9 Mein Gesamturteil

Die Idee hat echtes Potential, gerade weil sie keine blole metaphorische Analogie sein muss. IThr

starkster Punkt ist die klare und einfache Basiskonstruktion
z ~ uy € Prob{N, T, F,B},
und ihr groter Mehrwert ware erreicht, wenn sich mindestens eines der folgenden Ziele realisiert:

e ein neuer, sauber formulierter Satz iiber analytische Objekte mit logischer Bedeutung,

e eine neue probabilistische Semantik von Belnap-Typ mit natiirlicher komplexer Geometrie,
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e ein konkretes Problem aus Logik oder Wahrscheinlichkeit, das durch analytische Werkzeuge

tatsdchlich besser losbar wird.

Als Forschungsstrategie ist daher die richtige Reihenfolge:

erst explizite kleine Beispiele, dann Invarianztheorie, erst danach tiefe
arithmetische Objekte.
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