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Einleitung

In dieser Arbeit werden wir zwei im wesentlichen verschiedene Wege vorstellen fol-
genden Satz von Schur zu beweisen:

Die Galoisgruppe iiber Q des exponentiellen Taylorpolynoms E,(z) =Y, _, %I,C ist die
symmetrische Gruppe S, falls n # 0 mod (4) und die alternierende Gruppe A,, sonst.

Die eigentliche Motivation in dieser Arbeit bestand darin die Galoisgruppen des
Taylorpolynoms C,,(z) = >}, % zu berechnen. Eine Uberpriifung fiir kleinere
Grade n legt ndmlich nahe zu vermuten die Galoisgruppe von C,(z) tiber Q ist
S5 1 S, das Kranzprodukt aus Sy mit S,,. Die Hoffnung, dass man dies beweisen
konnte wurde durch den eben erwéhnten Satz von Schur geweckt. Der Beweis von
Schur benutzt einige Sitze aus der analytischen Zahlentheorie, die fiir sich genom-
men, bemerkenswert sind (etwa den Satz von Schur-Sylvester iiber die Teilbarkeit
von aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen durch gewisse Primzahlen) und Sétze von
Dedekind aus der algebraischen Zahlentheorie. Dies erschwert den Zugang zum Satz
iiber die Galoisgruppe, wenn man nur an diesen interessiert ist. Einen anderen Be-
weis des Schurschen Satzes iiber die Galoisgruppe von FE,(z) fand Coleman. In
diesem benutzt er Newton-Polygone und kommt relativ schnell zum gewiinschten
Ergebnis. Er vermeidet dadurch die Benutzung des Satzes von Schur-Sylvester aus
der analytischen Zahlentheorie und auch die Benutzung der Séatze aus der algebrai-
schen Zahlentheorie, die Schur verwendet. Beiden Zugéngen, also denen von Schur
und Coleman ist gemeinsam, dass sie den Satz von Tschebyscheff-Bertrand (Fiir
n > 8 gibt es immer eine Primzahl p,n/2 < p < n — 2) und einen Satz von Jor-
dan aus der Gruppentheorie benutzen. Der Jordansche Satz gibt handliche Kriterien
wann eine Gruppe G die volle symmetrische Gruppe S, oder die alternierende Grup-
pe A, ist. Der Beweis, dass die Galoisgruppe von C,,(x) iiber Q die Gruppe S5,
ist, konnte leider im Rahmen dieser Arbeit nicht erbracht werden. Beim Versuch
diese Vermutung zu beweisen stoft man unter anderem auf Schwierigkeiten zu zei-
gen, wann eine Untergruppe G < 5315, die volle Gruppe G = S50 5,, ist. Der Autor
kennt leider keinen Satz iiber die S50 5,,, der handliche Kriterien dafiir liefert, wie es
der Jordansche Satz fiir die symmetrische Gruppe S,, tut. Wir konnten jedoch mit
den Methoden von Schur und Coleman zeigen, dass die Galoisgruppe von > ;'_, (;”—,:),
iiber Q die alternierende oder die symmetrische Gruppe ist.



Kapitel 1

Hilfssatze aus der algebraischen
Zahlentheorie

1.1 Newton-Polygon

Wir fangen mit der Definition und Eigenschaften von Newton-Polygonen an. (Siehe
hierzu Neukirch, Algebraische Zahlentheorie oder Goueva, p-adic Numbers).

Definition 1.1 (Newton-Polygon) Sei v eine beliebige exponentielle Bewertung
des Korpers K und sei f(x) = ap+arz+. .. +a,z" ein Polynom aus K [x] mit apa,, #
0. Zu jedem Term a;x® assoziieren wir einen Punkt (i,v(a;)) € R? und ignorieren
den Punkt (i,00) falls a; = 0. Nun nehmen wir die untere konvexe Hiille der Punkte
{(0,v(ap)), (L,v(a1)), ..., (n,v(a,))}. Dies liefert uns eine Polygon-Kette, welche als
das Newton-Polygon von f(z) bezeichnet wird.

Beispielsweise ist das Newton-Polygonn von f(x) = 6+92+10x3+122* beziiglich
der Bewertung v, gegeben durch

I

W

Abbildung 1.1: Newton-Polygon von f(x) = 6 + 9z + 102® + 122 bzgl. 2

Waéhrend das gleiche Polynom zur Bewertung v3 das Newton-Polygon hat, wel-
ches in Abbildung 1.2 zu sehen ist.
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W

Abbildung 1.2: Newton-Polygon von f(x) = 6 + 9z + 102% + 122 bzgl. 3

Wie wir in diesem Beispiel sehen und wie man sich leicht {iberlegt besteht das
Polygon aus Liniensegmenten Sy, Ss, ... dessen Steigungen strikt monoton wachsen
und die folgende Eigenschaft haben (siche Neukirch):

Satz 1.1 (Die Liange der Liniensegmente im Newton-Polygon) Sei f(z) =
ap+a1r+. .. +a,x", apa, # 0 ein Polynom tiber dem Kérper K, v eine exponentielle
Bewertung von K und w eine Erweiterung von v zum Zerfdllungskorper L von
f. Falls (r,v(a,)) — (s,v(as)) ein Liniensegment mit Steigung —m ist, welche im
Newton-Polygon von [ auftaucht, dann hat f(x) genaw s —r Nullstellen o, ..., a5,
mit Bewertung w(ay) = ... = w(as_,) =m.

Beweis:(zu finden bei Neukirch, Seite 145 / 146) Teilung durch a, bewegt das Po-
lygon nur nach oben oder nach unten. Wir kénnen also ohne Einschrankung a, =1

annehmen. Die Nullstellen aq, ..., a, € L von f nummerieren wir so, dass gilt
w(o) = ... =w(ag, ) = my,
w(asﬁ-l) = = w(asz) = My,
w(as 1) = ... = w(a,) = mi
wobei m; < mg < ... < myr1. Wir betrachten die Koeffizienten a; als elementar-

symmetrische Funktionen der Nullstellen «; und stellen fest, dass
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wobei die letzte Gleichung gilt, da die Bewertung von «; - - - o, kleiner ist als die
der anderen,

V(an—s-1) > min {w(a, ... )} = simy +my
11y--0y Ts1+1

V(An—s—2) > min {w(q, ...a; )} = simy + 2my
1400y 1s1+2

V(ap_s,) > zml{l {w(ai, ... ag,)} = simy + (s2 — s1)m
L1yeeey 59

und so weiter. Hieraus folgt, dass die Kanten des Newton-Polygons von rechts nach
links gegeben sind durch (n,0), (n — s1, $1m1), (n — S2, s1my + (s2 — s1)ma), .. .. Die
Steigung der Kante ganz rechts ist dann gegeben durch

0— S1mMy
- @ = _ml
n—(n—s)

Betrachten wir die néchsten Kanten nach links, so haben diese die Steigung
(s1my+ ... 4 (s — sj-1)my) — (s1ma + ..+ (8541 — 85)my41)

(n—s5) = (n—8541)

= —Mjt1

O

Lemma 1.1 Wir behalten die Bezeichnungen des vorigen Satzes bei. Falls die Be-
wertung v auf dem Zerfdllungskorper L von f eindeutig fortgesetzt werden kann zur
Bewertung w, so ist

#(a) =[] i)

eine Faktorisierung dber K, d.h. f;(z) = []
K|zx].

w(ay)=m, (x — ay) ist ein Polynom aus

Beweis: Wir kénnen annehmen, dass a, = 1. Ist zunéchst f(z) irreduzibel, so hat
man «; = oy« fur ein o; aus G(L/K), wegen der Transitivitidt der Galoisgruppe
G(L/K) auf die Nullstellen von f. Da fiir jede Erweiterung w von v, woo; ebenfalls
eine Erweiterung von v ist, folgt aus der Eindeutigkeit der Fortsetzung von v, dass
w(oy) = w(o;a;) = my, also fi(x) = f(z) und die Behauptung ist bewiesen. Der
allgemeine Fall folgt durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei
p(z) das Minimalpolynom von a; und g(z) = % € Klz]. Da alle Nullstellen von

p(z) die gleiche Bewertung m, haben, ist p(z) ein Teiler von fi(z). Sei ¢g1(x) = ]%.

Die Faktorisierung von g(x) ist nach dem vorigen Satz (...) gegeben durch

g(z) = gi(x) H fi(x)

Da deg(g(x)) < deg(f(x)), folgt dass f;(z) ein Polynom aus K|z] ist fiir alle j =
1,2,...,r. O
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Lemma 1.2 Sei f(x) ein separables Polynom aus kl[z|, K der Zerfillungskorper
von f(x), G = Gal(K/k). Weiterhin sei f(z) = fi(x)--- f.(x) die Zerlegung von
f(z) in irreduzible Faktoren aus k[x] und n; = deg(fi(z)) firi = 1,2...,r. Dann
ist jedes n; ein Teiler von |G]|.

Beweis: Sei 2 die Nullstellenmenge von f(x) und €; die Nullstellenmenge von f;(x).
Dann ist K; := k(£2;) der Zerfallungskorper von f;(z). Wegen Q; C Q, ist K; =
k(Q;) C k(2) = K, d.h. K; ist ein Zwischenkdrper von K/k. Die Behauptung folgt,
weil n; = deg(f;(x)) ein Teiler von [K; : k| ist und da [K : K] - [K; : k] = [K : k] =
|Gal(K/k)| = |G]|. O
Satz 1.2 (Hauptsatz iiber Newton-Polygone) Sei p eine Primzahl und f(z)

ein Polynom aus Q,[z] mit Ecken (xo, o), (x1,y1), ..., (Tn,Yn) tm Newton-Polygon
von f. Dann ist die Zerlegung von f(x) tiber Q, gegeben durch

f(x) = fi(x) - folx) - fol(2),

wobei der Grad von f; gleich x;—x;_1 ist und alle Nullstellen von f;(z) in Q, haben
Bewertung

Y Y1
Tj— Tj-

Ist f(x) separabel iiber Q,, so ist die Ordnung der Galoisgruppe tiber Q, teilbar

durch x; — xj_;.

Beweis: Der erste Teil der Aussage folgt aus dem Lemma (1.1) und der zweite Teil
folgt aus dem letzten Lemma. O

1.2 Differente, Diskriminante, Dedekind

Lemma 1.3 (Transitivitdt von Differente und Diskriminante) Seien K C
K' C L endliche Erweiterungen von Zahlkérpern. Fir die Differente Dy x und
die Diskriminante Dy, gelten folgende Formeln.:

D1k = Dir/x - Do
DL/K _ (DK,/K>[L:K/] 'NK'/K(DL/K')
Beweis: Seite 228, Kapitel 16, Proposition 3.
Leutbecher, Zahlentheorie, Eine Einfithrung in die Algebra, Springer 1996 a

Satz 1.3 (Dedekindscher Differentensatz) Sei K'/K eine Erweiterung von Zahl-
kérpern mit Relativdifferente Dy )i und mit Ganzheitsringen Zy und Zg . Fiir jedes
Primideal P' # 0 von Zg: mit dem in Zg zugeordneten Primideal P = P' N L
und dem Verzweigungsindex e = e(P'/P) gilt:

vpr(Drry) =e—1, fallse #0 mod p

vp/(Dkryi) > e, fallse =0 mod p

Dabei ist p die in P enthaltene rationale Primzahl.
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Beweis: Sei L/K eine Galoiserweiterung, die K’ als Zwischenkorper enthélt, P ein
Primideal des Ganzheitsringes Zy, von L. Seien G = Gal(L/K), G' = Gal(L/K')
die Galoisgruppen und seien G,,, G! die Hilbertschen Verzweigungsgruppen (Ist
Go = {0 € G|o(P) = P} die Zerlegungsgruppe von P, so ist fiir

n>0,G,={o€ Golvp(o(a) —a) >n+1VaeZ})

des Primideals P beziiglich K bzw. K’. Wie man sich tiberlegt ist G, = G, N G.
Nach den Hilbertformel fiir die Verzweigungsgruppen (Leutbecher, Seite 234)gilt
zudem

vp(Dp) = Z|G -1

vp(Dpyxr) = Z|G’ -1

Wegen der Transitivitat der Differente gilt Dy /x = Dy /g - Dgr/x . Damit folgt nach
Anwenden von vp auf die letzte Gleichung;:

vp(Drr /i) = U]P(DL/K) — vp(Dr k)

—Z|G| G|

Die Ordnungen der Triagheitsgruppen Gy bzw. G sind e(P|P) bzw. e(P|P’) = ¢’ und
wegen der Multiplikativitdt der Verzweigungsindizes ist |Go| = e(P|P")e(P'|P) =
e’e. Damit folgt

1
vp(Dgryk) = QUP(DK'/K)

1 oo
=—,Z|Gn| |Gl = (|Go|—|G’|)
=0

1
=3 (de—¢)=e—1
Die grofite Potenz von p, die in |G| = [Go : Gi] - |Gy] bzw.|Gy| = [Gy : GY] -
|G| aufgeht, ist |G| bzw. |G| (siehe Zusatz zu Satz 11, Kapitel 15.8, Seite 223,
Leutbecher). Wegen [Gy : G1] - |G1| =[Gy, = GY] - |GY] - e, ist e # 0 mod p genau
dann wenn |G| = |G]. In diesem Fall ist aber wegen G/, = G, N G’ und da die
Folgen G,,, G, monoton sind, auch G,, = G/, fiir n > 1. Hieraus folgt dann:

vp(Dgryk) = Z\G | — |Gyl

1 I
= —,(|Go| |Gol) =e—1
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Ist aber e = 0 mod p, so ist nach dem eben Gesagtem |G| < |G| und es folgt
U'])/(DK//K) > e — 1, also U’P’(DK’/K) > e. O

Wir wollen noch einen anderen Satz von Dedekind erwédhnen, den Schur braucht,
um zu entscheiden ob die Diskriminante eines irreduziblen Polynoms durch eine
hohere Potenz einer Primzahl geteilt wird als die Diskriminante eines Zahlkorpers,
der durch hinzufiigen einer beliebigen Nullstelle des Polynoms entsteht:

Satz 1.4 (Dedekind-Kriterium) Sei f(z) = 2"+ a1z ' +az" ?+.. . +a, 12+
a, ein ganzzahliges, in Qx| irreduzibles Polynom mit Diskriminante A. Sei D die
Diskriminante des Korpers Q(a) wobei «v eine beliebige Nullstelle von f ist. Sei p
eine Primzahl und es sei

f@)= fi(x)® - fo(2)” mod p

die Primfaktorzerlegung von f(z) in irreduzible Faktoren mod p und die Polynome
fs(x) seien normiert (= héchster Koeffizient ist 1). Wird m(z) definiert durch

f@) = fil@)? - fo@)™ —p-m(z)
so sind folgende zwei Aussagen dquivalent:
1. vy(A) > v,(D)

2. a. es > 1 fiir wenigstens ein fy(z)

b. m(x) =0 mod (p, fs(z)) (wobei mit mod (p, fs(x)) der endliche Kor-
per Fy,[z]/(fs(x)) gemeint ist.)

Beweis: Fiir einen Beweis einer Version dieses Satzes siehe zum Beispiel Vorle-
sung - "Algebraische Zahlentheorie’, Peter Schmid, WS 2008 / 2009, Fassung vom
September 2008, Kapitel 9 (Verzweigung und Diskriminante), Anhang (Dedekind-
Kriterium), Seite 44. O



Kapitel 2

Hilfssatze aus der analytischen
Ziahlentheorie

In diesem Abschnitt werden wir, unter Zuhilfenahme einiger Ergebnisse von Tsche-
byscheff, Sétze beweisen, die von Schur benutzt werden um die Irreduzibilitat von
E.(zx) =31, % iiber Q[z] zu zeigen. Wir werden auch den Satz von Tschebyscheft-
Bertrand herleiten, weil er sowohl von Schur als auch von Coleman benutzt wird.
Im folgenden sei 7(z) wie iiblich die Anzahl der Primzahlen p < z und 9(x) sei

=Y In(p)

p<z
p prim

Weiterhin bezeichne ¥ (z) die abbrechende Summe

W) = D)+ ) I
_ Z,& l/m

Wie man sich leicht iiberlegt gilt auch W(z) = 3" ., In(p).

H

2.1 Der Satz von Tschebyscheff-Bertrand

Satz 2.1 (Tschebyscheffsche Abschitzungen fiir ¥ und 9.) Seia = ln(%) =

0,92129.... Dann gilt:

(i) 9(x) < 6ax—|—3ln( 12 4 8n(z) + 5,
(ii) V(z) > ax — %a x — gln(:zc)2 —13In(z) — 15

(iii) U (z) — \1/(%) <az+5n(z)+5

Beweis: Fiir (i) und (ii) siche Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der
Primzahlen, Bd.I, S.91. Fiir den Beweis von (iii) siehe Landau, S. 95. O

11
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Satz 2.2 (Eine Abschétzung fiir ) Fir z > 2 ist w(z) < 3 - NOR

Beweis: Die Ungleichung braucht nur fiir ganzzahlige = bewiesen zu werden:

Sei ndmlich die obige Ungleichung schon fiir ganzzahlige x bewiesen und sei x € R,
z > 2. Die Funktion f(z) = 2. (o ist, wegen f'(z) = 3. hféz)_gl, fiir > e monoton

steigend. Damit folgt nach Voraussetzung

B 3 el _3 =
@) =rle)) <3 Ly S 2

und die Ungleichung ist auch fiir reelle x > 2 bewiesen. Die obige Ungleichung kann
man ohne Weiteres fiir 2 < x < 6° = 7776 mit einem Computer-Algebra-System
(z.B. GAP, GP PARI) nachweisen (siche Quellcode am Ende des Beweises). Wir
miissen die Ungleichung dann nur noch fiir x = 6° 4+ 1,65 + 2, ... nachweisen. Ist
x eine dieser Zahlen, so diirfen wir fiir ganzzahlige ¢ < =z, also insbesondere fiir
§ = |§], die obige Ungleichung als bewiesen ansehen.

Wir haben
- 1
< lg) Z In(p)
= gy () V()
< 1n(1§) (W(x) - ()

Nach Tschebyscheff (2.1, (iii)) ist aber
U(z) — qf(%) < az +51n(z) + 5.

Das heifst wir erhalten

T 1 T

1
o) = 7(§) S oy (V@) — W) <

Da wir die zu beweisende Ungleichung fiir ¢ als bewiesen ansehen diirfen gilt zudem:

(ax +51In(z) + 5).

Also folgt

3
- g 40,93z + 51ln(z) + 5)

m(l, 18z 4+ 51n(z) + 5).
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T

In(x)

Dies wird kleiner als % . , wenn

3 3 In(6) 5ln(z) 5
- —1,18=10,32 > —- z
2 7 19879 In(z) T

ist. Diese Ungleichung ist aber schon fiir = 6° richtig. Denn wegen In(6) < 2 ist
sogar

251n(6) + 5 55
L BWO) 5 0, 55 g

3 1
2 5 7776 7776

O

In GP Pari koénnen die Zahlen z = 2,3,...,6° beispielsweise wie folgt iiberpriift
werden:
for(x=2,6"5,if (primepi (x)<3/2*x/log(x), , print(‘“Ungleichung nicht
erfuellt fuer :*‘, x)))

Falls die Ungleichung erfiillt wird, wird nichts ausgegeben, ansonsten wird die Zahl
ausgegeben, welche die Ungleichung nicht erfiillt.

Wir kommen nun zu einem Hilfssatz, der Aussagen iiber die Existenz von Prim-
zahl macht:

Satz 2.3 Fir x > 29 gibt es Primzahlen p mit © < p < %x.

Beweis: Da fiir y > 10 gilt

3y? 4+ 8y + 5 < 4y,

3
5y2 + 13y + 15 < 397,

folgt fiir x > €® und 2.1 (i), (ii), dass
6 2
() < £0% +41In(z)?,

U(z) > ax — %a\/_ — 31In(z)*.

Hieraus ergibt sich fiir x > e!°, dass
5 1 12 /5 5
19(%) —Jr > 20%% ~ 5 / Ix - 3111(%)2 — 41n(z)?.

Beachtet man, dass In(1 + }L) < %1, 12\/§ < % ist, so erhalt man

5% 1

D) = 0(w) > 5eg(e),
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wobei g(z) = ar — 56ay/z — 1401In(z)? — 301In(z) — 4 zu setzen ist. Wird nun
fir z > X > €' der Ausdruck g(z) positiv, so enthiilt unser Intervall x > X
mindestens eine Primzahl. Da aber 1g(z) schon fiir # > ¢* monoton wichst, geniigt
es, irgendeine Zahl X > ¢! anzugeben, fiir die g(X) > 0 wird. Eine einfache
Rechnung zeigt, dass X = e!? dieser Bedingung geniigt. Fiir z > el12 gibt es also
Primzahlen zwischen z und %”’. Die Werte z zwischen 29 und e'? kénnen mit GP
Pari {iberpriift werden:

for(x=29, floor(exp(12)),if (primepi(5.0/4.0%x)>primepi(x),
,print (‘Keine Primzahl gefunden fuer: ‘¢,x)))

O

Satz 2.4 (Tschebyscheff-Bertrand) Fir n > 8 existiert eine Primzahl p mit
s<p<n-—2.

Beweis: Wir beweisen dies nur fir n > 58. Sei x = %, also z > 29. Nach 2.3 gibt
es eine Primzahl p mit x < p < %. Wie man leicht tiberpriift gilt 2z — 2 > %"’3, also
% < m — 2. Hieraus folgt nun die Behauptung § =z <p < % <n-—2. a

Lemma 2.1 Sind a,b,c drei positive ganze Zahlen, so ist [“f2] — |¢] — [2] =

0 oder 1. ‘

Beweis: Wir zeigen, dass fiir z,y € Ry gilt [z +y] — |z] — [y] = 0 oder 1. Es ist

namlich © = |x| + r1,y = |y] + 72 fiir reelle Zahlen 0 < 7 < 1,0 < ry < 1. Falls

r+ry < 1, folgt [z +y] = [(lz] + ly]) + (11 +72)] = 2] + |y]. Ansonsten ist
——

<1
r1+1re > 1 und wegen ry 419 < 2 ist ry +7ry = 147 mit einer reellen Zahl 0 < r < 1.

Wir erhalten |z +y| = | |x] + |y| +ri+r2] = [(|z] + |y] +1)+7] = |z] + |y] +1
und die Behauptung ist bewiesen. a

2.2 Ein Satz von Schur-Sylvester

Satz 2.5 (Eine Ungleichung von Schur) Seien h,k natirliche Zahlen mit der
Figenschaft, dass die k aufeinanderfolgenden Zahlen h+1,h+2,..., h~+k nur von
Primzahlen p < k geteilt werden. Dann st

(h+k+1/2—7(k))In(h+k) <7/6+ (h+1/2)In(h)+ (k+1/2)In(k)
Beweis: Nach Voraussetzung wird die Zahl

(h+1)-(h+2)-...-(h+k):%-1-2-...- :<h_]:k>-k;!

nur von Primzahlen p < k geteilt, d.h. der Binomialkoeffizient (hzk) wird als Teiler

dieser Zahl auch nur von solchen Primzahlen geteilt und wir erhalten

(h+k) )
Mok II »

p<k,p prim
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wobei

und die Summe lduft tiber 1 < A < Lln(h;k)J . Nun ist aber [%2] — |¢] — [%] =0
oder 1 fiir je drei natiirliche Zahlen a, b, c. Damit folgt

= ZL“’f —L}% - IED !
B ln(h+k) In(h + k)
= gy 1= ")

Setzen wir T'(n) = In(n!) = In(2) + In(3) + ... + In(n), so ist

A = T(h+k)—=T(h)—T(k) = In( U;L; lf') )
= [I »)= > wwe=< > %.m(m
_ X_: In(h + k) :_W(k) “In(h + k) _

d.h. A < 7(k)-In(h+Fk). Nach der Formel von Stirling ist n! = v/27-n"*1/2.e7".¢ 20
ﬁirein0<19( ) < L.

Mit R, := 2% hekommen wir also

T(n) = ln(n') (n+1/2)In(n) —n+In(y/(27)) + R, wobei 0 < R, < &=~ < 1/12.
Setzen wir nacheinander n = h + k, n = k und n = k in die Gleichung von T'(n)
ein, erhalten wir

T(h+k) = (h+k+1/2)In(h+k) — (h+ k) +In(v/27) + Ry,
T(h) = (h+1/2)In(k) —h+In(vV27) + Ry,
T(k) = (k+1/2)In(k) — k + In(v27) + Ry.
Hieraus folgt

A = T(h+k)—T(h) — T(k)
= (h+k+1/2)In(h+ k) — (h+1/2)In(h) — (k+1/2)In(k) — R’ |

wobei
R = ln( V 27‘[‘) + Ry + R — Rpik
—_—— N N =
<1 <112 <1/12 >0

< 141/12+1/12=7/6 .
Aus A < 7(k)In(h + k) folgt dann

(h+k+1/2—n(k)In(h+k) <7/6+ (h+1/2)In(h) + (k+ 1/2) In(k)
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und die Behauptung ist bewiesen.
([

Der folgende Satz wird von Schur gebraucht, um die Irreduzibilitdt von E,(x) tiber
Q[z] zu zeigen.

Satz 2.6 (Schur-Sylvester, Aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen) Seien h >
k natiirliche Zahlen. Dann gibt es unter den k aufeinanderfolgenden Zahlen h+1, h+
2,...,h+ k eine Zahl, die durch eine Primzahl ¢ > k teilbar ist.

Beweis: Zunéchst reicht es den Satz fiir Primzahlen k& = p zu beweisen:

Ist ndmlich der Satz schon fiir Primzahlen &k = p bewiesen, so folgt fiir eine allge-
meine Zahl k, dass:

Sei p die grofite Primzahl < &k, h > k. Dann gibt es unter den p aufeinanderfolgenden
Zahlen h +1,h 4+ 2,...,h + p eine Zahl, die durch eine Primzahl ¢ > p teilbar ist.
Da p die grofte Primzahl < k ist, folgt aus ¢ > p, dass ¢ > k. Die Primzahl ¢ > k
teilt aber auch eine der Zahlen h+ 1,h+2,....h+ p,...,h + k und der Satz ist
bewiesen.

Wir zeigen den Satz also jetzt fiir eine Primzahl k = p:

Sei p die m-te Primzahl und nehmen wir an die Zahlen

h+1,h+2,...,h+ p wiirden nur von Primzahl ¢ < p geteilt werden. Dann folgt
aus der Ungleichung von Schur, dass

(h+p+1/2—m)In(h+p) — (h+1/2)In(h) — (p+ 1/2)In(p) < 7/6.
Sei

Si = (h+p+1/2—m)In(h+p),
Sy = (h+1/2)In(h),

Sy = (p+1/2)In(p) und

S = 51 —5—53

also 7/6 > S nach der vorherigen Ungleichung. Wir setzen h = @p in In(h),
In(h + p) ein und beachten in Sy, dass In(h + p) = In(Q + 1) + In(p), In(Q + 1) =
In(Q) + In(1 4+ 1/Q) ist. Damit erhalten wir:

Si (h+1/2)In(Q) + (h+1/2)In(1 + 1/Q)
+(h+1/24p—m)In(p) + (p — m)In(Q + 1),
Sy = (h+1/2)In(Q) + (h+1/2) In(p)),

Ss = (p+1/2)In(p), woraus

7/6>5251_52_53
=(h+1/2)In(1+1/Q) (2.1)
— (m+1/2)In(p) + (p —m)In(Q + 1)
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folgt. Wegen h > pist Q > 1, also

ln(1+1/Q):1/Q—ﬁ12+$—...>é—ﬁunddamit
(h+1/2)In(1 +1/Q) > (h+1/2)(1/@—%622)
1
= (Qp+1/2)(1/Q—TQQ)
B P 1 1
TP g a2
p
> _@.

Lassen wir in (2.1) nur den Term (p — m)In(Q + 1) auf der kleineren Seite der
Ungleichung stehen und beachten die letzte Ungleichung, so erhalten wir

(p—m)In(Q+1)<7/64+ (m+1/2)In(p) — (h+1/2)In(1 4+ 1/Q)

<6+ (m+1/2) () + 55 (2.2)
=7/6+ P +1In(p)/2+m-In(p) —p

2Q

Wir unterteilen den folgenden Beweis in zwei Teile a) und b). In Teil a) werden wir
alle Primzahlen p > 29 betrachten, wahrend wir in Teil b) die restlichen Primzahlen
betrachten:

a) Fir p > 29 ist die Aussage richtig:

Wir unterscheiden hier die Félle, dass h < 4p oder h > 4p:

Ist A < 4p, d.h. ) <4, so auch

M — 14+ =1+1/Q>1+1/4=5/4und h > p > 29. Nach Satz 2.3 enthiilt das

Intervall h < P < % mindestens eine Primzahl. Aus 5/4 < % folgt % < h+p,
d.h. fiir die Primzahl P gilt:

5h
h+1§P§I§h+pundp§h<P,

im Widerspruch zur Annahme, dass die Zahlen

h+1,h+2,...,h+ p nur von Primzahlen g < p geteilt werden.

Fiir den Fall, dass h > 4p, also () > 4 folgt zunéchst

In(Q+1) >In(4+1) =In(5) > &, 35 < 37 = § und hieraus
(2.2)

I+ 35 + # + mIn(p) — p. Nach Satz 2.2 ist

S(p—m) < (p—m) (@ +1)
mIn(p) < %p, also

mln(p) —p < %p — p = § und wir bekommen

8 7 P In(p)
ln— 2 \Y) 1 _
5(p m) < 6+2Q+ 5 +mln(p) — p
\;'/ <§
<z
7 5p In(p)
< —_ i
6+8+ 2
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Nach Multiplikation der letzten Ungleichung mit i und anschlieffendem Umordnen
erhalten wir

39 8 5 7 In(p) 8m
T=C <1 +—
40 5 8 6p 2p o5p (2.3)
_ 7 N In(p) N 8 3 1 '
6p 2p 5 2In(p)

Die Funktion g(z) = = + 51n(x ist fallend fiir z > 0, wéhrend die Funktion h(x) =

ln(x fiir z > e fallend ist. Damit ist aber auch f(p) = (67[) + 51112@)) + lnép ) erst recht

fallend fiir p > 29, d. h Unglelchung (2.3) miisste auch fiir p = 29 gelten:

In(29)
40 < @+ 2-29 + 51n(29

FT9) " Diese Unglelchung 1st aber falsch, da beispielsweise 3 <

111(29) < 4, also 3 E < m + 2—29 —|— = = % < =. Es bleiben noch die Primzahlen
2,3,5,7,11,13,17,23 iibrig. Wegen Q > 1ist g5 < £ und aus der Ungleichung (2)

erhalten wir

—

Q+1< ep_m-(%—§+(m+%ln(p)>)

und damit obere Schranken K, fiir @) + 1, die da sind

Wegen h+p = Qp+p = (Q + 1)p < K, - p reicht es fiir jedes p nur die Zahlen
h im Intervall p < h < (K, — 1) - p zu untersuchen. Weiterhin sind die Primteiler
g > p von (h;p) die gleichen, wie die Primteiler ¢ > p von (h+1)-... - (h +
p) =p! (hﬂ’ ) Um diese Fille nicht per Hand bearbeiten zu miissen, kann man ein
Computeralgebra—System benutzen, wie beispielsweise GP Pari oder GAP, Group
Theory. Im folgenden Pseudo-Code laufen wir mit h, zur gegebenen Prizahl p und
zugehorigen Schranke K, iiber alle Zahlen p,p+1,..., (K, —1)-p. Wird zu einem
solchen h kein Primteiler ¢ > p von (h;p ) gefunden, so wird h angezeigt:

for h = p, p*+1,..., (K_p-Dp:

gefunden := FALSE
PD := primedivisors(binom(h+p,p))
for q in PD:

if q > p:

gefunden := TRUE

if gefunden == FALSE:

print h

Eine Uberpriifung mit dem Computer zeigt jedoch, dass es kein solches h gibt,
d.h. der Satz ist bewiesen. O



Kapitel 3

Hilfssatze aus der Gruppentheorie

In diesem Abschnitt wollen wir einige kleine gruppentheoretische Hilfssidtze bewei-
sen, die spéter gebraucht werden. Ein Beweis des Satzes von Jordan, in der Version,
die bei Schur und Coleman gebraucht wird, wiirde aber den Rahmen dieser Arbeit
sprengen. Wir werden aber einen Satz iiber imprimitive Gruppen beweisen, den
wir zum Schluss dieser Arbeit brauchen, und der in etwa aussagt, dass imprimi-
tive Gruppen Untergruppen von Kranzprodukten sind. Beim Aufbau und bei den
Beweisen werden wir im Wesentlichen B. Huppert, Endliche Gruppen 1 folgen.

3.1 Kranzprodukte und imprimitive Gruppen

Wir fangen mit einer Definition an:

Definition 3.1 (Kranzprodukt) Seien G, H Gruppen, H operiere auf die Menge
Q. Dann ist das Kranzprodukt G H von G mit H die Menge

{(f,0)|lo € H, f Abbildung von Q nach G}
mit der Multiplikation
(f1,01) * (f2, 02) = (g, 0102)
mit g(a) = fi(a) f2(01 - @) fir a € Q.
Die so definierte Multiplikation ist assoziativ, hat (f,1) mit f(«) = 1 fiir alle « € Q
als Eins in G H, und das Inverse von (f, o) ist (g,07'), wobei g(a) = f(o™! - a)™!

ist. Das macht G ¢ H zu einer Gruppe.
Die Struktur von G'¢ H wird durch folgenden Satz beschrieben:

Satz 3.1 (Struktur von Kranzprodukten) Die Gruppe H operiere auf Q mit
|| = n. Das Kranzprodukt G U H besitzt den Normalteiler

D=D; xDyx...xD,

mit D, = {(f,D)|f(B) = 1 fira # B} ~ G. Es ist Hx = {(e,0)|c € H,e(a) =
1 fiir alle « € Q} ein zu H isomorphes Komplement von D in G H. Also ist
|GUH| =|G|™ - |H]|.

19
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Beweis: Sei 2 = {1,2,...,n}. Wir setzen D = {(f,1)|f : @ — G} und D, =
{(f,a)|f(a) = 1 fiir B8 # «a}. Offenbar gilt D, ~ G und D = Dy X ... x D,,. Die
Abbildung € : GV H — H,(f,0) — o ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus
mit Kern(e) = D, d.h. D ist ein Normalteiler von Gt H. Wegen (f,0) = (f,1)-(e, o)
mit e(a) = 1 fiir alle a € Q ist die Gruppe Hx = {(e,0)|e(a) = 1 fiir alle a € Q}
ein Komplement von D in G H. a

Wir geben jetzt eine Operation von G ¢ H auf 2 x I' an, falls H auf 2 und G
auf I' operieren.

Lemma 3.1 (Kranzprodukte operieren auf kartesisches Produkt) Seien G, H Grup-
pen, die auf den Mengen I' bzw. Q operieren. Dann operiert das Kranzprodukt G H
auf dem kartesischen Produkt T" x Q durch

<Q76>' (f70> = (f(ﬁ)Oé,O'ﬁ)
fir (a, ) €eI' x Q und (f,0) € GUH
Beweis: Wir haben

(e, 8) - (f,0)) - (f', 0") = (f(B)ev, o B)(f', ")
= (f'(ca)f(B)a,0'03)
= (. 8) - ((f.0) - (', 0")).

Da die von (f,0) auf I' x Q bewirkte Abbildung ein Inverses besitzt, liefert die
angegebene Vorschrift eine Operation von G H auf I' x €. a

Definition 3.2 (Imprimitive Gruppen) FEine Gruppe G, die transitiv auf Q) ope-
riert, heifst imprimitiv, wenn es eine nichtleere Teilmenge A ¢ Q) gibt, so dass fiir
alle 0 € G gilt:

ANo(A) =0 oder A = o(A). Wir nennen dann A einen Block von G. Ist G
transitiv und nicht imprimitiv, so heifit G imprimitiv.

Satz 3.2 (Imprimitive Gruppen sind Untergruppen von Kranzprodukten) Sei
G imprimitiv auf die endliche Menge  und A ein Block von G. Sei H = {0 €
Glo(A) = A}, und sei G = U e 7H die Nebenklassenzerlegung von G nach H.

a) Esist Q =U,cp7(A) eine disjunkte Zerlegung von Q.
b) Wir haben |Q2| = |A| - |L|, d.h. insbesondere ist |A| ein Teiler von 2. Setzen

wir |[Al =k und |L| = m, so ist G dhnlich zu einer Untergruppe des Kranz-
produktes Sg 1Sy, der symmetrischen Gruppen Sy und S,, aufgefasst im Sinne

des vorhergehenden Lemmas als Operation vom Grad km = |Q|. Auferdem ist
|G| ein Teiler von m!(k!)™.

c) Die Untergruppe H = {o € G|o(A) = A} ist transitiv auf A.

Beweis:
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a) Sei ap € A und a € Q. Wegen der Transitivitdt von G gibt es ein 0 € G mit
a=o(ag) € 0(A). Ist c =7y mit v € H und 7 € L, so folgt o € 7y(A) =
7(A). Also gilt jedenfalls Q = U, 7(L). Aus 7(A) N7/ (A) # 0 fir 7,7’ € L,
folgt 77'7(A)) # 0 und da A ein Block ist, erhalten wir 7~17(A) = A.
Daher haben wir 7/7 € H und somit 7 = 7/. Offenbar ist mit A auch jedes
o0(A),o € G ein Block von G.

b) Sei |A| = k,|G : H| = |L| = m. Die Elemente in 7(A) identifizieren wir in
irgendeiner Weise mit den Paaren (o, 7H) wobei o € I' = {1,2,...,k}. Ist
nun o € (G, so auch 70 = 7’ mit einem ~ aus H und 7" aus L, und es folgt
o(7(A)) = 7/(A). Also permutiert G die Mengen 7(A) geméf der von G auf
den Nebenklassen von H bewirkten Operation von G. In der Schreibweise mit
den Paaren heifit das

o((a,7H)) = (¢/,0TH), wobei a, eine von o und 7H abhéngende Per-
a

mutation w(o, 7H) auf ' = {1,2,...,k} ist. Also haben wir

o-(a,7TH) = (n(o,7H)a,07H). Der Vergleich mit den Formeln in Lemma
3.1 ("Kranzprodukte operieren auf kartesisches Produkt’) zeigt nun, dass G
zu einer Untergruppe des Kranzproduktes Si 1 S,,, aufgefakt als Permutati-
onsgruppe auf der Produktmenge I" x {7 H|r € L} ahnlich ist. Die restlichen
Aussagen folgen sofort aus Satz 3.1 (’Struktur von Kranzprodukten’).

c) Seien «, aus A. Wegen der Transitivitit von G gibt es ein ¢ € G mit
o(a) = . Dannist € ANo(A), also ANo(A) # 0 und da A ein Block ist,
folg A = o(A). Damit ist also o aus H und die Transitivitdt von H auf A ist
gezeigt.

3.2 Transitive Gruppen

Lemma 3.2 (Transitive Gruppen mit primitiven Untergruppen kleineren Grades) Sei G tran-
sitiv auf 2, U eine Untergruppe von G und A C Q eine Bahn von U. Ist U primitiv
auf A und |Q < 2-|Al, so ist G primitiv auf .

Beweis: Angenommen es gibt einen Block ¥ von G. Falls ¥ N A = (), finden
wir wegen der Transitivitdt von G ein und g € G mit g(¥) N A # () und g(¥)
ist auch ein Block. Wir konnen also annehmen, dass 1 < |U N Al. Da G end-
lich ist, kénnen wir A € G so wéhlen, dass |g(V) N A] < |h(V) N A] fir alle
g € G ist. D.h wir kénnen unseren Block ¥ so wéhlen, dass 1 < |¥ N A| und
lg(T)NA| < |[TNA]| fir alle g € G. Setzen wir A = VN A und ist ANu(A) # 0 fiir
ein u € U, so ist auch @ Z ANu(A) = (TNA)N (u(P)Nu(A)) = (T Nu(P))NA
,also W Nu(P) # (. Da ¥ ein Block von G ist, muss u(¥) = ¥ sein, d.h.
wA) = u(PNA) =ul)NulA) = PNA = A. Aber A kann kein Block von
U sein, da U primitiv auf A ist. Es muss also 1 £ |A| £ |A| sein und es bleiben die
Félle A = A und 1 = |A| iibrig.

Im ersten Fall ist A C ¥ und nach Voraussetzung folgt || < 2 - |A| < 2. |¥|.
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Aber || ist nach Satz 3.2 ("Imprimitive Gruppen sind Untergruppen von Kranz-
produkten’) ein Teiler von |Q2|, da ¥ ein Block von G ist. Es muss also ¥ =
sein, im Widerspruch zu |¥| < |Q|. Im zweiten Fall folgt fiir alle ¢ € G dass
lg(U) N Al < [¥NA|] = |A] = 1. Da G transitiv auf Q wirkt und ¥ # 0, ist
Q = Uyeeg(V). D.h. fiir jedes @ € A C Q existiert ein ¢ € G mit o € ¢g(¥) und
wegen |g(V) UA| <1 muss {a} = ¢g(¥) N A sein. Sind nun «, 3 zwei verschiedene
Elemente von A, so gibt es g,h € G , mit {a} = g(¥) N A, {#} = h(¥) N A und
es ist g(¥) ¢ h(V), denn sonst wire g(¥) N A(¥V) = ¢g(¥) und wir erhielten einen
Widerspruch 0 = {a} N {6} = (g(¥)NA)N (R(¥)NA) = (¢g(¥)NA(TY))NA =
g(¥) N A = {a} Also gibt es mindestens |A| verschiedene ¢g(¥) und es folgt der
Widerspruch
0] > Al [¥] > |A]-2 > [9)].
Somit hat G keinen Block in €2 und ist primitiv auf 2.

O

Satz 3.3 (Transitive Gruppen, die von einer geniigend grofien Primzahl geteilt werden) Set G
eine transitive Gruppe vom Grad n = ||, p eine Primzahl, die |G| teilt und 5 < p.
Dann ist G primitiv und enthdlt einen p— Zyklus.

Beweis:

1. Nach dem Satz von Cauchy enthélt G eine Permutation o € S,, der Ordnung
p. Wegen 2p > n muss o ein Zykel der Lénge p sein, d.h. wir kénnen o =
(o, g, ..., qp) als Zykel schreiben. Ist U =< 0 > und A = {ay, a9, ..., a,},
so ist A eine Bahn von U, U transitiv auf A vom Primzahlgrad p = |A|.
Nach ('Tmprimitive Gruppen sind Untergruppen von Kranzprodukten’) muss
U damit primitv auf A sein (sonst hétte es einen Block ¥, 1 < |¥| < p
gegeben, dessen Lénge |¥| ein Teiler von |A| = p wire). Wegen n < 2p = 2|A|,
folgt die Behauptung aus dem vohergehenden Lemma.

2. Wie in 1. enthélt G ein p-Zykel. Angenommen G sei nicht primitiv. Dann
existiert ein Block A C Q. Ist £ = |A|, soist 1 < k < n und k ist ein Teiler
von n, d.h. n = km fiir ein m € N und es ist |G| ein Teiler von (k!)™-m! , nach
Satz 3.2 (’Imprimitive Gruppen sind Untergruppen von Kranzprodukten’).
Wir unterscheiden folgende Fille:

Falls p <m, soist § <p <m, d.h. mk =n <2m und es muss k£ = 1 sein, im
Widerspruch zu k& > 1.

Ist p > m, so kann p kein Teiler von m! sein. Nach Voraussetzung ist aber p
ein Teiler von |G| und da |G| ein Teiler von |(k!)™ - m!|, muss p ein Teiler von
k! sein, d.h. p < k. Wegen mk =n >k folgt m > 2, dh. k= > <5 <p <k,
Widerspruch.

O

Wir erwidhnen hier ohne Beweis den Satz von Jordan zur symmetrischen Gruppe:

Satz 3.4 (C.Jordan) Sei G eine primitive Gruppe vom Gradn. Ist |G| durch eine
Primzahl p teilbar und ist § < p < n — 2, so enthdlt G die alternierende Gruppe
vom Grad n.
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Der Beweis kan bei [Jordan72| und [Hall59] nachgelesen werden.
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Kapitel 4

Die Galoisgruppe von Ey(x) nach
Schur

4.1 Allgemeine Satze zur Berechnung von Galois-
gruppen

Satz 4.1 Sei K ein Zahlkérper n-ten Grades mit Diskriminante D, L sei der
zugehorige Galois-Korper mit Gruppe G = Gal(L/Q). Ist p eine Primzahl mit
vy(D) > n, so teilt p die Gruppenordnung g = |G)|.

Beweis: Ist D* die Diskriminante von L so gilt nach Lemma 1.3 (Transitivitit der
Differente und der Diskriminante)

D* = Drjg = (D)™™ - Nigjo(Diyx)
— Dn “Nxo(Dr/k)

Da nach Voraussetzung v,(D) > n ist, folgt, dass v,(D*) > n-£ = g. An-
genommen p ist kein Teiler von g. Sei P ein Primideal in L, das in p aufgeht
mit Verzweigungsindex e = e(P|p), Restklassengrad f und sei r die Anzahl der
Primideale aus L, die iiber p verzweigen. Weil p kein Teiler von g = efr ist,
folgt ¢ #Z 0 mod p. Nach dem Dedekindschen Differentensatz (Satz 1.3) ist da-
mit vp(Dyg) = e — 1 (wobei Dy /g die Relativdifferente von L/Q ist)und hieraus
folgt vp(D*) = vp(Ni o(DPr/g)) = e — 1. Somit ist die héchste in D* enthaltene
Potenz von p gleich

efr—elr -4

(671)-f-7‘ — e — pg e

p p

also kleiner als p?, im Widerspruch zu v,(D*) > g. O

Korollar 4.1 Se: K ein Zahlkorper n-ten Grades, D seine Diskriminante und p
eine Primzahl mit v,(D) > n, § < p < n — 2. Sei L der Galois-Abschluss von
K mit Gruppe G = Gal(L/k), welche als transitiv vom Grad n vorausgesetzt sei.
Dann ist G die symmetrische oder die alternierende Gruppe n-ten Grades, wobei

der zweite Fall eintritt, wenn D eine Quadratzahl ist.

24
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Beweis: Wegen v,(D) > n folgt aus Satz 4.2, dass p ein Teiler von |G| ist. Weil
5 < p < n—2folgt aus Satz 3.3 (Transitive Gruppen, die von einer grofen Primzahl
geteilt werden), dass G primitiv sein muss. Nach dem Satz von Jordan {iber primitive
Gruppen folgt hieraus, dass G = A, oder G = S,,. Wie aus der Galois-Theorie
bekannt ist, wird G = A,, sein, wenn D eine Quadratzahl ist. O

Satz 4.2 (Schur) FEs sei
flx)=a"+a2" '+ .. +a,
ein Polynom aus Z|x], welches folgende Figenschaften hat:
1. Das Polynom f(x) ist irreduzibel in Q[z].

2. Die Diskriminante A von f(x) ist mindestens durch die n-te Potenz einer
Primzahl p teilbar.

3. Das konstante Glied a,, ist durch p, aber nicht durch p* teilbar.

4. Es qilt eine Kongruenz der Form
f(z)=2%-g(x) modp (k>1)

wobei die Diskriminante A" des normierten Polynoms g(x) nicht durch p teil-
bar ist.

Dann hat die Galoissche Gruppe G von f(x) iber Q eine durch p teilbare Ordnung
|G|. Ist insbesondere
n
—<p<n-2,
g SP=T
so ist G die symmetrische oder die alternierende Gruppe. Der zweite Fall tritt ein,

wenn A eine Quadratzahl ist.

Beweis: Sei D die Diskriminante eines Zahlkorpers Q(«), v eine Nullstelle von f(z).
Wir wollen zuerst zeigen, dass v,(A) = v,(D) :
Da die Diskriminante A’ von g(z) nicht durch p teilbar ist, ist das Polynom g(z)
separabel mod p. Nach 4. ist damit x der einzige irreduzible Faktor, der mod p
mehrfach auftaucht. Definieren wir m(z) durch

flw) =" g(z) —p-m(z)
und setzen wir im Dedekind-Kriterium (Satz 1.4) fs(z) = z, also auch e; = k > 1,
so ist nach eben diesem Kriterium zu zeigen, dass

m(z) Z0 mod (p,x)

Angenommen, dies wére falsch, d.h. m(z) =0 mod (p,z). Wir haben a,, = f(0) =
p-m(0). Weil m(0) = m(z) mod (), folgt aus m(x) =0 mod (p,z), dassm(0) =0
mod p, d.h. a,, = p-m(0) ist durch p? teilbar, im Widerspruch zu 3. Also ist m(z) # 0
mod (p,x) und nach dem Dedekind-Kriterium folgt

vp(A) = vy(D)

Wegen 2. ist damit v,(D) > n und wegen 1. ist die Galoisgruppe transitiv. Nach
Satz 4.1 ist damit |G| teilbar durch p und nach Korollar 4.1 folgt der Rest. O
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4.2 Konkrete Berechnungen zu E,(x)

Satz 4.3 (Ein Irreduzibilitdtssatz von Schur) FEin Polynom der Form

1 2 2 "

s xXr
T L ST
J@)=14gqp+ oo+ Foam =t =

mit ganzen Zahlen gy, ga, ..., gn_1 € Z ist irreduzibel in Q[z].

Beweis: Angenommen f(z) sei nicht irreduzibel. Sei A(x) ein irreduzibler Faktor
von f(z) vom Grad k, welcher ohne Einschrénkung < % sei (Ansonsten ist k > 7,
f(z) = A(z) - g(z) und das Polynom g¢(z) habe Grad [, d.h. k + 1 = n. Es ist
| < 5. Wir wihlen dann einen irreduziblen Faktor A(z) von g(z) aus, welcher
Grad deg(A(x)) < deg(g(z)) =1 < 5 hat, und wir fahren mit A(z) fort an Stelle
von A(x)). Nach Multiplikation von f(z) mit n! hat das resultierende Polynom
hochsten Koeffizienten + — 1, d.h. wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass
A(z) hochsten Koeffizienten 1 hat, d.h.

Alx) =af +ay -2+ ap_1r + ap
n
k> —
(k> 2)
Wir teilen den Beweis in zwel Schritte:

1. Jeder Primteiler p von a; ist < k.

2. Dies liefert einen Widerspruch zum Schur-Sylvesterschen Satz {iber aufeinan-
derfolgende Zahlen.

1. Sei « eine Nullstelle von A(z), S der ganze Abschluss von Q(«). Da A(x)
irreduzibel iiber @ und normiert ist, ist A(z) das Minimalpolynom von «
iiber Q, d.h. die Norm von « iiber Q(«) ist N(a) = + — ax = 0 mod p und
die Hauptideale (o) = o+ S und (p) = p - S sind somit nicht teilerfremd (da
N(a) € (p) N («)). Sei P ein Primideal von S, dass («) und (p) teilt und es
sei

() =P"M, (p) =PN

wobei M und N nicht mehr durch P teilbar sind. Da («) und (p) nicht
teilerfremd sind, ist 1 < r , 1 < s und aus der bekannten Formel (Zz e - fi=
[L : K]) fiir Verzweigungsindizes und Korpergrad folgt s < [Q(a) : Q] =
deg(A(x)) = k. Wir erhalten also

1<r,1<s<k (4.1)

Aus f(a) = 0 folgt, dass

n—1 n

o o
| lgs — | —nl— =
n.—i—n.gll! 4+ ...+ nlg,_q (=1 + —n! o 0 (4.2)




4.2. KONKRETE BERECHNUNGEN ZU Eyn(X) 27

Der erste Summand ist genau durch p*(™) teilbar, wobei bekanntlich

n n
vp(n!) = L];J + LEJ (4.3)
Es diirfen nicht alles Summanden
al/
nlg,— (v=1,2,...,n,g, =+ —1) (4.4)
v!

in (4.2) durch héhere Potenzen als Ps"»(™") teilbar sein (sonst wire sv,(n!)
nicht die héchste Potenz von P, die in n! aufgeht). Wegen

up(nlg, ) = vp(n!) + vp(g,) + v - vp(a) — vp()
> vp(n!) +v-vp(a) —vp(v!)
——

=r

=s-vp(n!)+r-v—s-0v,(V!)

firv=12,...,n,9, = + — 1 ist jeder Summand

al/

v

mindestens durch Psvr()trv=sv) teilhar. Fiir wenigstens ein v > 1 muss
damit

vr < s-v,(V!) (4.5)

gelten ( ansonsten wére vr — sv,(v!) > 0 fir alle v = 1,2,...,n und jeder
Summand wére durch héhere Potenzen sv,(n!) + (vr — sv,(v!))) als sv,(n!)
von P teilbar). Andererseits ist

v v v v
v,(W) =|—-+|=]... < — =
o) = 1+ 1)< 3o 8=
Aus (4.1) und (4.5) erhalten wir nun
41)  (45) (4.1)
A~~~ v o~~~ kv
v < vr < su,(v!) <s- <

p—1 = p-1
d.h.p—1<koder p<k.
2. Das Polynom A(z) ist auch ein Teiler von
F(z) =+ —nlf(z) = 2"+ —gina" ' + —gon(n — 1)z" 2 + — ...
Fiir l = 1,2,...,n ist der Koeffizient vn 2"~ gegeben durch

+—gnn—-1)n-2)---(n—101+41)
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Ist daher ¢ eine Primzahl, die

nn—1)(n-2)---(n—101+1)
(l=1,2,...,n)

teilt, so ist Fi(x) = 2" " H(z) mod ¢ fiir ein ganzzahliges Polynom H(x).
Ist F(z) = A(z)B(z), so auch 2" "M H(z) = F(z) = A(z)B(x) mod ¢ und
aus der Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Faktoren folgt:

Das Produkt der héchsten Potenzen von z, die mod ¢ Teiler von A(z)B(z)
ist, muss mindestens " !*! sein. Insbesondere muss es fiir [ = k mindestens
"L = gn=kpl sein. Da deg F(x) = n,deg A(x) = k, ist B(z) genau vom
Grad n — k, d.h. A(z) ist mod ¢ mindestens einmal durch z teilbar. Wegen
A(z) = 2Y (2t + ay2® 2 + ... + ax_1) + ai, muss daher a;, = 0 mod q sein,
d.h. ¢ ein Teiler von a; und aus 1. folgt ¢ < k. Setzen wir h :=n — k, so ist
h >k, da k < g, und die k£ aufeinanderfolgenden Zahlen

h+l=n—k+1h+2=n—-k+2,....h+k=n
(h = k)

sind nur durch Primzahlen ¢ < k teilbar, im Widerspruch zum Satz von Schur-
Sylvester iiber aufeinanderfolgende Zahlen.

O

Lemma 4.1 (Die Diskriminante von E, (z)) Sei D, die Diskriminante von E,(z).
Dann gilt:

1. D, = (=)= (n))"

2. Ist p eine Primzahl mit § < p <n, so ist vy(Dy) = n.

3. Dy, ist ein Quadrat in Q genau dann wenn n =0 mod (4).
4. D, ist durch keine Primzahl p > n teilbar.

Beweis:

1. Sei B,(z) =n!- E,(z). Wegen E,(z) = E,_1(z) + £ = E},(z) + %; gilt auch
B, (z) = nl(E}(z) + %) = Bj,(z) + 2". Sind a4, as, . . ., o, die Nullstellen von
B,.(z), so folgt

D, = (17 [ Bilew) = (1) - [[ (Bulew) —a,")

n(n—1)

= ()" [ (™) = (-5 - B(0)" = (1) ()"

&%}

2.Ist § < p<m,ysoist p<n<2p< p?, d.h. n! wird von p aber nicht
von p? geteilt, also v,(n!) = 1. Hieraus folgt unter Benutzung von 1.), dass
V(D) = n - vy(nl) =n.
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3. Fiir n > 7 kann man die Aussage direkt aus 1.) bestdtigen. Ist aber n > 8,
so gibt es nach Tschebyscheff eine Primzahl p mit § < p < n — 2. Nach
2.) ist damit v,(D,,) = n. Falls n ungerade ist, so ist also auch v,(D,) = n
ungerade und D,, kann keine Quadratzahl sein. Ist n = 2 mod (4), so ist

n(n—1)

(=1) 2 = -1, dh. D, < 0 und D, kann somit keine Quadratzahl in Q
sein. Falls nun n =0 mod (4) ist, so ist D,, eine Quadratzahl.

4. Das ist klar nach 1., weil die Fakultdt n! nur durch Primzahlen g < n geteilt
wird.

O

Satz 4.4 (Schur, Die Galoisgruppe von E,(z)) Die Galoisgruppe von E,(x) tber
Q[z] ist die alternierende Gruppe, falls n =0 mod 4, ansonsten die symmetrische
Gruppe.

Beweis: Wir behandeln nur die Félle n > 8, da man die anderen Félle leicht mit GP
PARI oder Maple iiberpriifen kann. Sei p eine Primzahl im Intervall § < p <n — 2,
was nach Tschebyscheff moglich ist. Wir wollen zeigen, dass man den letzten Satz
auf das Polynom B, (z) = n!- E,(z) anwenden kann:

1. Nach dem Schurschen Irreduzibilitdtssatz ist B, (z) irreduzibel in Q|x].

2. Wegen Lemma (4.1) ist die Diskriminante D,, von B, (x) mindestens durch
die n-te Potenz von p teilbar.

3. Das konstante Glied B, (0) = n! ist wegen p < n < 2p < p? durch p, aber
nicht durch p? teilbar.

4. Es sei m = n —p. Fir 1 < r < n ist der Koeffizient bei "~ von B, ()
gegeben durch

0 mod p Jfallsr>n+1—p
nn—1)--(n—r+1)=

m(m—1)---(m—r+1) modp ,fallsr<n+4+1-p
Wegen p > m ist nach Lemma (4.1),4) die Diskriminante von B,, nicht durch p teil-
bar. Damit sind alle Kriterien des vorigen Satzes erfiillt und G ist die alternierende
oder die symmetrische Gruppe. Wegen Lemma (4.1) ist die Diskriminante D,, ein
Quadrat in Z genau dann wenn n = 0 mod 4 und der Satz ist bewiesen. O
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Die Galoisgruppe von Ey(x) nach
Coleman

Wir wollen das Newton-Polygon von E,, () ausrechnen und brauchen dazu folgendes
Lemma:

Lemma 5.1 (Die Bewertung der Fakultit) Sein eine natirliche Zahl und n =
agtarp+. . .4asp® die p-adische Entwicklung vonn. Dann ist v,(n!) = W

Beweis: Wir wissen, dass vy(n!) =[] + [ 7] ... + [;:]. Damit erhalten wir

v (p—1) = [7]-p+ il -p— 5] — L)

Aber fiir i =2,3,...,s ist

L}%J-p—t -

pi_ - s—i+1 )

| =(a;+ap+...+ap*™) p— (a1 +app+...+amp

= —Qi1
und wir erhalten
vp(n)(p—1)=(n—ap) — (a1 +as+ ...+ as_1) — as
=n—(ag+ar+ ...+ as).
O
Bemerkung 5.1 (Untere konvexe Hiille) Seien (zo, o), (z1,v1),- -, (Tn, Yn) Punk-

te im R? mit 2y < 11 < ... < x,. Das Polygon der unteren konvexen Hiille der
obigen Punkte ldsst sich induktiv folgendermaflen berechnen:

1. Der Eckpunkt am weitesten links ist (xq, yo).

2. Sind (Tey,Yey )y (Tegs Yeg)s -+ -y (Tey_y3Ye,_,) die (i — 1) ersten Eckpunkte (x., <
Tey < ... < Ze;_,), S0 kann man den i-ten Eckpunkt so bestimmen:
Wihle e;,e;_1 +1 < e; <n, so dass

o Vi < BTV fiir glle x5 > @, | gilt.

Te;™Te; 1 = TjTTe
Dann ist (xe,, ye,) deri-te Eckpunkte. Graphisch kann man das so veranschau-
lichen:

30
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(x0.y0)

' (x .y 1) , x_n,y_n)

"
‘.'1‘..
] o
"_‘-»._H_‘_‘_H_-__‘.;.J' 1
+

(x_e_(i-1).y_e_(i-1)) (x elyel

Abbildung 5.1: Untere konvexe Hiille

Satz 5.1 (Das Newton-Polygon von E, (z)) Sein = byp + byp*? + ... + byp*
die p-adische Entwicklung von n, ky > ke > ... > ks und 0 < b; < p fir
i = 1,2,...,s. Dann sind die Eckpunkte des Newton-Polygons von E,(z) gege-
ben durch (z;,y;) mit

zi = bip™ + bop™ + .+ bp™

= 1 1 <1<
yi—vp(g), <3 <s.

7.

Beweis: Nach der vorigen Bemerkung ("Uber die untere konvexe Hiille’) miissen wir
zeigen, dass

Ji i1 < YUVl gy alle x; > w—1,1 > 0. In unserem Fall ist z; = j und
Ti—Ti-1 Tj—Ti-1
y; = vp(%) = —u,(j!). Wegen 7,1 < 2; <z, = nund da z;_1 = bip" + ... +

biipP kg > ke > .. > ki, ist Tj = bip' + . b+ p + ..+ cp+ g die
p-adische Entwicklung von j = x; und es ist r < k;_;. Damit ist also j — ;-1 =
cp” + ..o+ o, < ki_1 < k;. Wir benutzen das Lemma 5.1 (’Uber die Bewertung
der Fakultdt’) und erhalten

Yi —Yi-1 _ ri1—j—(co+...+¢)
Tj— Ti-1 (p—1)- (G —=xi1)

Beachtet man, dass x; — z;_1 = b;p* ist, so erhilt man mit y; = —v,(z;!), 9,1 =
—vp(z;_1!) wieder nach dem Lemma ("Uber die Bewertung der Fakultéit’) folgendes
Yi —Yi-1 _ 1—phi
ri—xi1 phi(p—1)

Es ist also zu zeigen, dass

1—pk’ <$i,1—j—<00+...+0r)
pilp=1) = (p=1-(—xiz)
fiir j > x;_;1 gilt. Wie man schnell einsieht ist letzte Ungleichung dquivalent zu
j—x;i_ <pFi(co+...+¢,). Dies ist aber richtig, weil j —x; 1 = c,p" +...+cip+co
und r < k;. O
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Korollar 5.1 (Uber die Teilbarkeit der Grade der Faktoren von E,(z)) Sei
p™ ein Teiler von n. Dann teilt p™ den Grad jedes irreduziblen Faktors von E,(z)

tiiber Q,,
Beweis: Nach Satz 5.1 ("Newton-Polygon von F,,(z)’) hat eine Kante in dem Newton-
Polygon von E,(z) die gekiirzte Steigung

Yi—Yior _ 1—ph

zi—xi phi(p—1)

Da p™ ein Teiler von n = bip* + ... + byp* und ky > ky > ... > k, ist, muss
m < ky < ks <...<kp sein, d.h. p™ ist auch ein Teiler jedes Nenners p*i(p — 1).
Nach (...) ('Dem Hauptsatz iiber Newton-Polygone) teilt p™ damit den Grad von
jedem irreduziblen Faktor von E,(z) iiber Q,. O

Korollar 5.2 Seip® < n. Dann teilt p* den Grad des Zerfillungskérpers von E,(z)
tiber Q.

Beweis: Da p* < n = bip" 4+ byp* + ... 4+ byp™ und ki > ke > ... > k, ist, muss

lk_ll) ist damit p* ein Teiler des Nenners p*t - (p—1) der

k < ki sein. Wegen m; = iy
Steigung m; der ersten Kante im Newton-Polygon von E,(x). Nach dem Hauptsatz
iiber Newton-Polygone (Satz 1.2) teilt p* damit die Ordnung der Galoisgruppe von

E,(z) iiber Q,, welche gleich dem Grad des Zerfallungskorpers ist. O
Satz 5.2 Das exponentielle Taylorpolynom E,(x) ist irreduzibel iber Q.

Beweis: Sei n = pf* - ... p die Primfaktorzerlegung von n und es sei f(z) € Q[z]
ein irreduzibler Faktor von E, (z). Wir wihlen ein ¢,1 <1 < s und fahren so fort:

Sei f(x) = fu(z)-... fir(x) die Zerlegung von f(z) in Q,,[z] in irreduzible Faktoren.
Dann ist jedes fi;(z) (1 < j <) auch ein irreduzibler Faktor von E,(z) iiber Q,,.
Nach Korollar 5.1 ("Uber die Teilbarkeit der Grade der Faktoren von E,(z)’) ist

pl ein Teiler von jedem deg fi;(z) (fiir 1 < j < r), d.h. p* ist auch ein Teiler von

degf(x) =375, degfi; ().

Wenn wir nun nacheinander ¢ = 1,7 = 2,...,i = s wie oben wahlen, folgt:

Fiir jedes i = 1,2,...,s ist p™ ein Teiler von degf(z) = > iy degfij(x). Also ist
auch n = pi* - ... - pP ein Teiler degf(z). Wegen n = degE,(z) > degf(x), folgt
schlielich deg f(x) = n und hieraus die Irreduzibilitiat von E,(x) = f(x) iiber Q. O

Satz 5.3 (Die Galoisgruppe von E,(z) enthilt prim-Zyklen und ist primitiv) Sei
p eine Primzahl, § < p < n und G die Galoisgruppe von E,(r) = 0 iber Q. Dann
enthdlt G ein p-Zykel und ist primitiv.

Beweis: Wegen p! < n ist p' nach Korollar (5.3) ein Teiler des Grades des Zerfl-
lungskorpers von E,(z) tiber Q,, welcher gleich dem Grad des Zerféllungskorpers
von E,(x) tber Q ist. Der Grad des Zerfillungskorpers von E,(z) iiber Q ist aber
gleich der Ordnung |G| der Galoisgruppe. Damit teilt p also |G|. Wegen Satz 5.2
ist E,(z) irreduzibel tiber Q und damit ist G transitiv. Nach Satz 3.3 ('Transiti-
ve Gruppen, die von einer geniigend grofsen Primzahl geteilt werden) ist G damit
primitiv und enthélt ein p-Zykel. a
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Lemma 5.2 Sei G die Galoisgruppe von E,(x) = 0 tiber Q. Dann ist A, < G.

Beweis: Fiir n < 7 kann man die Galoisgruppe mit einem CAS z.B. GP-PARI
ausrechnen und stellt fest, dass die Behauptung stimmt. Fiir n = 3 kann man das
in GP-PARI beispielsweise so ausrechnen:

polgalois(1/6*x~3 + 1/2*%x~2 + x + 1)

Fiir n > 8 gibt es nach Tschebyscheff-Bertrand (2.4) eine Primzahl p, § < p < n—2.
Nach 5.7 ist G damit primitiv vom Grad n und enthélt einen p-Zykel. Nach dem
Satz von Jordan enthélt G damit die alternierende Gruppe A,,. O

Satz 5.4 (Die Galoisgruppe des exponentiellen Taylorpolynoms) Sei G die
Galoisgruppe von E,(x) = 0 iber Q. Dann ist G = S,,, falls n # Omod4 und G = A,
sonst.

Beweis: Wie wir aus dem Abschnitt von Schur wissen (...) ’Die Diskriminante von
E,(x) ist die Diskriminante D,, = (—1)% -(n!)" von E, () genau dann ein Qua-
drat, wenn n = Omod(4) ist. Aus der Galois-Theorie wissen wir:

Enthélt die Galoisgruppe die alternierende Gruppe, so ist G = .5, falls die Diskri-
minante kein Quadrat ist und es ist G = A,,, falls die Diskriminante ein Quadrat
ist. Da A, < G ist, folgt schlieflich die Behauptung. a
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Beobachtungen zu C),(z)

Wir beginnen mit einer Eigenschaft von zusammengesetzten Polynomen (vgl. auch
[Odonil84],|GeKlu]):

Satz 6.1 (Imprimitivitat und f(z) = g(h(z))) Sei k ein Korper der Charakte-
ristik 0, f(x) ein irreduzibles Polynom aus k[z] mit Nullstellenmenge Qy in einem
algebraischen Abschluss. Weiter sei K = k(S2¢) der Zerfallungskdrper von f(x) und
G = Gal(K/k) die Galoisgruppe. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Es gibt Polynome g(z) aus K[z] und h(x) aus k[z]|, beide vom Grad > 2 mit
f(z) = g(h(z)).

(2) (a) G ist imprimitiv mit einem Block A,

(b) Ist H = {0 € Glo(A) = A}, F der Fizkirper von H und b aus A, so
gilt:
Irr(b, F,x) = h(x) — a fir ein Polynom h(x) aus k[x] und a aus F.

Beweis: (1) = (2)

(a) Da f(x) irreduzibel ist, ist zundchst G transitiv auf Qy. Sei €2, die Nullstellen-
menge von g in K. Dann ist f(z) = g(h(z)) = [,eq, h(#) —a = [],cq, ha(x), wobei
ho(z) = h(x) —a fiir a € Q,. Da f(x) als irreduzibles Polynom in char(k) = 0 auch
separabel ist, ist auch jedes h,(z) separabel. Wir zeigen, dass fiir jedes a € Q, die
Nullstellenmenge €2, von h,(x) ein Block von G ist. Zunéchst ist klar, dass Q, C
und wegen der Separabilitit von h,(x) ist |Q.] = deg(hq.(z)) = deg(h(z)) > 2.
Andererseits ist |Q¢| = deg(f(x)) = (deg(g(x))) - (deg(h(x))) > 2 - deg(h(z)) =
2 |Q| > [Q], also 1 < Q] < |Qy|. Sei nun 7 € G. Fiir jedes b € Q, gilt dann
h(b) —a = 0 und wenn wir 7 auf die letzte Gleichung anwenden, erhalten wir wegen
h(z) € k[x] folgendes:

0=7(h(b)) —71(a) = h(7(b)) — 7(a).

Hieraus folgt 7(€2,) = ;). Falls nun 7(a) = a, so ist 7(,) = Qr(4) = Q4. Andern-
falls ist 7(a) # a und es folgt 7(Q2,) N Q, = 0.

(b) Wir wihlen ein a € Q, und damit nach (a) einen Block A := ), von G. Sei
H = {0 € Glo(A) = A}, F der Fixkorper von H und sei b aus A = Q,. Dann ist b
eine Nullstelle von h(z) —a. Da H nach Satz 3.2 transitiv auf die Nullstellen A = Q,
von h(x) —a wirkt, ist h(z)—a irreduzibel in F[x]. Damit ist Irr(b, F,x) = h(x) —a.

34
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(2) = (1)

Sei also A ein Block von G, H = {0 € Glo(A) = A} und sei G = U, 7H die
Zerlegung von G in Linksnebenklassen. Nach Satz 3.2 ist H transitiv auf A und es
gilt Q = U,er7(A). Sei nun b ein beliebiges Element aus A. Nach Voraussetzung
(b) gibt es ein Polynom h(z) aus k[z] und ein a aus F' mit Irr(b, F,x) = h(z) — a.
Sei nun 7 € L. Wir zeigen, dass jedes b aus 7(A) eine Nullstelle von h(z) — 7(a) ist:
Es ist b = (V) fiir ein & aus A. Da H transitiv auf A ist, gibt es ein ¢ € H mit
b = o(b). Damit folgt

h(b) = h(r(t))) = h(r(a(b))) = 7(o(h(b))) = 7(c(a)) = 7(a), wobei die letzte
Gleichheit gilt, da a aus dem Fixkorper von H und o aus H ist. Weil H = Gal(K/F)
transitiv auf A operiert, ist das Polynom [],, ..  — ' irreduzibel in F[z]. Somit
ist [[yeax =0 = Irr(b,F,z) = h(xz) — a und hieraus folgt deg(h(z) — 7(a)) =
deg(h(z) — a) = |A| fiir jedes 7 aus L. Damit erhalten wir fiir jedes 7 € L, dass
h(z) = 7(a) = [Tperay 2 — b. Setzen wir g(z) = [,z —7(a), so gilt also

g(h(2)) = [[ m@) = r(@) =TT ]I =—0)

TeL T€L 5ET(A)

O

Bemerkung: Die Aussagen (a) und (b) in (2) sind im Allgemeinen nich Aqui-
valent, wie folgendes Beispiel zeigt: Seien zi, zs, 23, 24 transzendent iiber C und
es sei K := C(z1,...,2). Die Diedergruppe Dy erzeugt von 7 = (1,2)(3,4) und
o = (1,2,3,4) operiert transitiv auf die Nullstellenmenge Q; := {21, 22, 23, 24} von
flz) == (x —2z) ... - (x — 2z4). Sei k der Fixkorper von Dg unter dieser Opera-
tion. Dann ist Dg = Gal(K/k). Wie man sich leicht tiberzeugt ist A = {z1, 23}
ein Block von €y, d.h. Dg operiert imprimitiv auf Q; und 2 (a) ist erfiillt. Sei
nun H = {«a € Dgla(A) = A} und F der Fixkorper von H. Da H nach Satz 3.2
transitiv auf A operiert, ist das Polynom [[, oz — b = (z — 21) - (x — 23) irredu-
zibel in F[x], somit das irreduzible Polynom von b := z; in F. Aber es ist nicht
h(z) —a=(x —21)(x — 23) = 2% — (21 + 23)T + 223 fiir ein Polynom h(z) aus k[z],
sonst wire namlich h(z) = 2? — (21 + 23)z und hieraus wiirde folgen, dass z; + z3 in
k = KPs liegt. Das ist aber nicht so, da zum Beispiel 0(z1 + 2z3) = 22 + 2z4 und die
rechte Seite ist jedenfalls nicht gleich z; + z3 (wére sie das, so wéren die z; wegen
21 + 23 — 22 — 24 = 0 nicht transzendent iiber C).

Korollar 6.1 Sei k ein Kdrper der Charakteristik 0, f(z) = g(h(x)) ein irredu-
zibles Polynom aus k[z|. Seien g(z),h(x) Polynome aus k[z] mit deg(g(x)) = I,
deg(h(z)) = m, beide Grade > 2. Sei K der Zerfillungskdrper von f(x) und
G = Gal(K/k) die Galoisgruppe. Dann ist G eine Untergruppe von Sy, 1 5.

Beweis: Wie im Satz (6.1) ist G imprimitiv mit einem Block A der Lénge m. Aus
Satz (3.2) b) folgt nun, dass G eine Untergruppe von S,, ¢ S; ist. O

2k

Korollar 6.2 Die Galoisgruppe G des Taylorpolynoms Cy(x) = ,_, (o liber Q
st eine Untergruppe von Ss!.S,.
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Beweis: Nach dem Schurschen Irreduzibilitéitssatz ist das angegebene Polynom ir-

reduzibel. Wir wenden dann Korollar (6.1) auf C,,(z) = g(h(x)) an, wobei g(z) =
n ;pk

Y ho Ty und h(z) = 2. O

Lemma 6.1 Sei A = {ay,as,...,a,} eine endliche Teilmenge von k* mit der Ei-
genschaft, dass fir je zwei disjunkte Teilmengen B,C' C A das Element HbeB% kein
ceC

Quadrat in k ist. Sei A = {aq, a9, ..., q,} wobei o; eine Nullstelle von x® — a; ist
und sei N; = A — {a;}. Dann gilt fir jedes i:

1) x* — a; ist irreduzibel iber k(A;)
3) Die Galoisgruppe von k(A)/k ist Cy = Cy x ... x Cs.

Beweis: Induktion nach n.

Fiir n = 1 sind alle Aussagen erfiillt, da in diesem Fall A; = () und 2? —a; irreduzibel
tiber k = k(A7) ist und die Galoisgruppe von k(A)/k = k(aq)/k ist die zyklische
Gruppe Cj.

n—n-+1:

Sei A = {ay,...,dn, any1}. Wir wollen zeigen, dass 2% —a,, 1 irreduzibel in k(ay, . . ., a,)
ist:

Angenommen es wire a,,1 = (A + Bay,)? fiir zwei A, B aus k(ay, ..., q, 1). Dann

ist app1 = A% +a,B% 0 =2AB.
Falls A = 0, so erhalten wir B? — 2L = (). Nach Voraussetzung ist das Element
~ an+1

an
ap := “* kein Quadrat in k. Die Menge {a1,...,a,_1,G,} erfiillt unsere Voraus-
n
2

setzungen, und da es n Elemente hat, folgt per Induktion, dass x* — a,, irreduzibel
iiber k(ay,...,q, 1) ist im Widerspruch zu B?> — a,, = 0 und B € k(ay, ..., 1).
Falls B = 0, dann ist a,,; = A? ein Quadrat in k(ay,...,q, ). Per Indukti-

on angewandt auf {ay,...,a, 1,a,.11} ist das Polynom z? — a, irreduzibel iiber
k(ay,...,an 1), im Widerspruch zu A? — a1 = 0 und A € k(ag,...,qn 1).
Also ist 2? — a,4; irreduzibel iiber k(ay,...,a,) und per Induktion folgt, dass
B = {l,01,...,0p41,01 - Qo, ..., Q1 * Qpi1y..., Q1 * ... Quie1} eine k-Basis von
E(oq, ..., Q) ist.

Sei nun A aus dem Schnitt k(a,11) Nk(aq,...,a,), also

A:A1+A2an+1 :Bl—i—B2oz1+...—|—Bn+1ozn—|—...—i—Bmozl'--ozn

wobei A;, B; in k liegen. Da B eine k-Basis ist, folgt dass A = A; = By, Ay = By =
...= B, =0, d.h. A liegt in k.

Nach Corollary 1.15, p. 268, Lang (Algebra) folgt nun dass G = G x ... x G, und
da G; = Gal(k(w;)/k) = Cy, ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 6.1 Die Voraussetzungen im obigen Lemma sind notwendig, wie fol-
gendes einfache Beispiel zeigt:

Das Polynom (x> — 22 -5) - (x> — 32 - 5) aus Q[x] hat Q(\/5) als Zerfillungskdrper.
Beide Zahlen 2% -5 und 3% - 5 sind keine Quadrate in Q, aber gz—g = (2)? ist ein
Quadrat in Q. Die Galois-Gruppe tiber Q ist aber Cy und nicht Cy x Cs.



37

Bemerkung 6.2 Die Figenschaft

(1) B,C C A, BNC =0 = [lsen? kein Quadrat in k*
ceC

im obigen Lemma ist dquivalent zur folgenden FEigenschaft:

(2) BC A= Tl,cpb kein Quadrat in k*.

Beweis: (1) = (2) : Wihlen wir C =0, so ist [] . % = 1.

ceC ¢
(2) = (1) : Seien B,C' C A,BNC = () und nehnem wir an [[ep 2 = 2% sei ein
ceC
Quadrat in k*. Dann ist aber auch [, 5 0-[].cc ¢ = (2-[].cc ©)? ein Quadrat in k,
im Widerspruch dazu, dass das Produkt iiber die Teilmenge D = BU C C A kein
Quadrat in k* ist. O

Bemerkung 6.3 Sei f(z) ein Polynom aus k[x], char(k) = 0,deg(f) =n, f sepa-
rabel mit Galois-Gruppe S, iber k. Sei A ={aq,...,a,} die Nullstellenmenge von
[, K = k(A) der Zerfillungskérper. Fir jede Teilmenge B C A sei [[,.5b kein
Quadrat in K. Dann hat das Polynom f(z*) Galois-Gruppe Sy .S, tiber k.

Beweis: Die Gruppe S,, operiert n-transitiv auf A, also erst recht transitiv und
f(z) ist damit irreduzibel iiber k. Nach Voraussetzung ist «; kein Quadrat in
k(ai,...,ay), also ist erst recht «; kein Quadrat in k(o;) und 2% — a; damit ir-
reduzibel iiber k(a;). Wie man sich leicht iiberlegt (Gradformel fiir Koérpererwei-
terungen und Minimalpolynom) ist auch f(z?) irreduzibel iiber k, hat also eine
transititve Galoisgruppe G' = Gal(L/k), wobei L der Zerfallungskorper von f(z?)
ist. Ist A = {f3,..., 3.}, wobei (3; eine Nullstelle von 2% — q; ist, so hat K(A)/K
nach dem vorigen Lemma (6.1) Galois-Gruppe C¥. Andererseits ist K(A) der Zer-
fallungskorper von (2% — ay) -+ - (22 — ) = f(2?), also L = K(A). Damit folgt
|G| =[L:kl=[L: K] -[K:k]=|Ga(L/K)|-|Gal(K/k)| = 2" - n!. Aus Korollar
(6.2) folgt aber, dass G eine Untergruppe von S!S, ist. Die Behauptung folgt, weil
|G| = 2"n! = S5 0.5,

(I

Ob man den letzten Satz dazu benutzen kann, um zu zeigen, dass C,(z) Galois-
Gruppe S5 S, iiber Q hat, ist unklar. Rechnungen mit GP-Pari lassen jedoch
vermuten, dass das Polynom ) ;_, (;E_kf' Galois-Gruppe 5, iiber Q hat.

Angesichts der Schwierigkeiten auf die man stoft, wenn man versucht die Dis-
kriminante von C,,(x) zu berechnen, erscheint es sinnvoll darauf hinzuweisen, dass

die Diskriminante von C,,(z) nie ein Quadrat in Q ist. Dazu brauchen wir:

Lemma 6.2 Seien f(z),g(z) Polynome aus k[z], h(x) = f(g(z)) und Ay, Ay, die
Diskriminante von f bzw. h. Dann ist

A= A7 Res(h.g) - (-1)"5
wobei m = deg(g(x)). n = deg(f (z)

Beweis: Wenn « iiber alle Nullstellen von A lauft und (3 iiber alle Nullstellen von f
lauft, so ist
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n(n 1) "7-(” 1)

Ap=(-1)

erhalten wir

Res(f.f") = (=1)™5" [T, £/(3) und wegen 0 = ha) = f(g(a)

H f(g(a H (s deg(g z))
— Hf
B

Damit folgt

mn(mn mn(mn—1)

Res(h,h') = (— mn(mn - Hf (o)
:<—1>%<Hf/<ﬁ>>m~ﬂg'<a>: ) 1)AmRes(hg) (—1) 25 ym

B

Ap = (-1)

Als Anwendung erhalten wir, dass die Diskriminante von (2n)!- C,(z) fir n > 2
kein Quadrat in Z ist:

Korollar 6.3 Sei f(z) = (2n)! Y5y g h(x) = (20)! X5y s A die Diskri-

minante von h(x) und Ay die Diskriminante von f(x). Dann ist
Ay =A% 22" (2n)] - (—1)"6Gr?)
und Ay, ist kein Quadrat in Z.

Beweis: Hier ist g(z) = 22 im vorhergehenden Lemma und wegen

Res(h,g') =11, ¢ (o) =TI, 20 = 22" - h(0) = 22" - (2n)!

folgt A, = A%-22"-(2n)!- (—1)"3"72)_ Nach Tschebyscheff gibt es eine Primzahl n <
p < 2n, also v,((2n)!) = 1. Damit ist v,(Ap) = 20,(Af) +v,((2n)!) = 2v,(Af) + 1
ungerade und Ay kann kein Quadrat in Q sein. O

Es sei ab jetzt Dy(x) = (2-n)! - 31, oy und Sa(x) = 2n+ D1 30 ol
Nach dem Schurschen Irreduzibilitiitssatz ist D,,(z?) irreduzibel iiber Q[z],d.h. auch
D, (z) ist es. (Schur hat in einer spéteren Arbeit mit dhnlichen Methoden wie im
Irreduzibilitatssatz, d.h. unter Benutzung von zahlentheoretischen Sétzen, zeigen
kénnen, dass auch S,(z) irreduzibel iiber Q[x] ist. Eine Uberpriifung fiir kleine
Grade mit GP Pari ldsst vermuten, dass auch S, (z) die symmetrische Galoisgruppe
hat. Wir wollen hier aber nur auf die Eigenschaften von S, (z) eingehen, die uns
helfen die Polynome D, (z) besser zu verstehen.)

Lemma 6.3 (Die erste Seite von links im Newton-Polygon von D,(z)) FEs

sei p eine Primzahl im Intervall § < p < mn. Dann hat die erste Seite von links im
Newton-Polygon

2
Linge p und Steigung — —
p
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Beweis: Multiplikation von D,,(x) mit %), verschiebt das Newton-Polygon nur nach

unten, d.h. wir kénnen auch die erste Seite von

berechnen:
Wie man durch Vergleich der Steigungen im Polygon einsieht, reicht es zu zeigen,
dass

25> @ gy _ 190
p J

gilt. Wir wissen:

, 2j 2J 2j
v (2 = [ =2 + [ =] ...+ |=
p((27)1) LpJ Lpzj LpTJ
fiir eine natiirliche Zahl r . Es reicht zu zeigen, dass r = 1 ist, weil dann folgt:

2j

onl(2)) = |2 < 2

p
. Wir haben nach Voraussetzung an j,n und p:
2j < 2n < 4p < p?

, d.h. % < 1, also auch Li—ﬂj = 0 und es folgt, dass r = 1.

O

Satz 6.2 Die Galoisgruppe von D,,(x) ist entweder die alternierende oder die sym-
metrische Gruppe.

Beweis: Da D, (z) irreduzibel iiber Q[z] ist, hat es eine transitive Galoisgruppe.
Wegen dem letzten Lemma und aus dem Hauptsatz iiber Newton-Polygone ist die
Ordnung der Gruppe durch eine Primzahl p im Intervall § < p < n teilbar. Eine
solche Gruppe muss aber wegen Satz 3.3 ("Transitive Gruppen, die von einer grofen
Primzahl geteilt werden) schon primitiv sein. Nach dem Satz von Jordan folgt nun

die Behauptung. O
Lemma 6.4 Sei nun p eine Primzahl, n < p < 2n undr =n — ’%1, t=n— pT_l.
Dann ist

Dy(z)=2"7 S.(z) mod p (6.1)
Sp(z) =22 Dy(x) mod p (6.2)

Beweis: Wir beweisen nur die erste Aussage, da die zweite dhnlich zu beweisen ist:
Esist D,(x) = 2" +2n(2n — 1)2" 1 +2n(2n — 1)(2n — 2)(2n — 3)z™ 2 + ...+ (2n).
Fiir 0 <1 < n sind die verschiedenen Glieder in D,,(x) gegeben durch

2n(2n — 1) --- (20 + 1)a™
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Damit folgt

Dy(x) = 2" +2n(2n — D" ' +2n(2n — 1)(2n — 2)(2n — 3)2" 2 + ... + (2n)! mod p

a:pTH(a;T +@2r+1)@2r)2" + 2r+ D) (2r)2r — 1) (2r —2)2" 2+ ...+ (2r +1)!) mod p
p1

z 2 S.(r) modp

O

Satz 6.3 Wir behalten die Bezeichnungen des vorigen Lemmas bei. Es sei o eine
Nullstelle von D,(z), A, die Diskriminante von D,(x) und d, die Diskriminante
von Q(«), R der Ganzheitsring von Q(«v). Falls einer der dquivalenten Fille eintritt

1. Aufer x hat D, (z) keine mehrfachen Nullstellen. mod p.
2. Das Polynom S,(z) hat keine mehrfachen Nullstellen mod p.

3. Die Diskriminante von S,(x) ist nicht durch p teilbar.

so ist die Galoisgruppe von D, (x) tber Q[z| die symmetrische Gruppe.

Beweis: Die Aquivalenz von 1. und 2. beweist man mit Hilfe der formalen Ableitung
unter der Benutzung der Produktregel und der Gleichung (6.1). Die Aquivalenz von
2. und 3. diirfte eigentlich bekannt sein, basiert aber darauf, dass die Diskriminan-
te eines Polynoms geschrieben werden kann als (J[;_; a; — a;)?, wobe wir iiber die
Nullstellen dieses Polynoms laufen.

Es sei nun 1. erfiillt. Da der konstante Koeffizient von D,,(0) = (2n)! durch p aber
nicht durch p? teilbar ist, wird im Dedekind-Kriterium 2.a mit fs(z) = z,e, = 1%1
erfiillt, 2.b dagegen nicht. Damit folgt nach eben diesem Kriterium, dass v,(A,) =
vp(dy). Wegen d, = |R : Zla]| - A, ist |R : Z[a]| nicht durch p teilbar. Nach der
Primfaktorzerlegung durch Kummer-Dedekind (siehe S.184, Kapitel 13.4, Satz 6,
A.Leutbecher, Zahlentheorie) gibt es ein Primideal P von R, so dass p mit Ver-
zweigungsindex e = ’%1 und Restklassengrad f = degx = 1 iiber diesen zerfillt.
Offensichtlich ist e = ’%1 nicht durch p teilbar. Nach dem Dedekindschen (Differen-

ten/) Diskriminanten-Satz (. ..) ist daher

:E_l_p—l

2 2

Damit ist die hochste in d,, enthaltene Potenz von p gleich

vp(d,) =e—1

1

femD) iyt

p

Nun kénnen wir nach einem Satz von Robert Breusch, der die Ideen von Tschebys-
cheff verfeinert, die Primzahl p aus dem Intervall n < p < 2n so wéhlen, dass 2%

2
ungerade ist. Damit ist aber auch

ungerade und d,, kann daher kein Quadrat in Q sein, d.h. die Galoisgruppe ist die
symmetrische und nicht die alternierende Gruppe. a
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